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Questo testo racchiude la sintesi di un lavoro svolto nell’arco di quattro anni, 

sull’elemento finito beam 2D con interazione completa delle tre 

caratteristiche di sollecitazione M-N-V (flessione, sforzo assiale e taglio). Tale 

tema di studio ha condotto chi scrive a seguire un percorso di ricerca che lo 

ha portato ad affrontare molteplici sottotemi, ognuno dei quali potrebbe 

rappresentare senza dubbio uno specifico argomento di approfondimento 

post laurea. In considerazione della vastità delle tematiche orbitanti attorno a 

questo elemento di trave, in questa sede sono stati approfonditi alcuni 

argomenti, mentre altri sono stati affrontati in maniera meno accurata. Si 

riporta un breve elenco di questi sottotemi di ricerca, direttamente collegati 

all’elemento di trave con taglio: le leggi mono-assiali dei materiali del cemento 

armato (acciaio e calcestruzzo), il comportamento d’insieme del cemento armato 

(aderenza acciaio-calcestruzzo), i legami costitutivi bidimensionali per il 

calcestruzzo (modelli microplane), gli algoritmi di calcolo dell’elemento e la loro 

implementazione in un programma agli EF.  

Quando si è iniziato questo percorso di studi, il contesto di lavoro che si 

presentava era ben delineato. L’elemento di trave con taglio era stato 

implementato nel programma agli elementi finiti FIBER dal prof. Pentrangeli 

già nel 1996 e nel corso degli anni aveva subito modifiche/migliorie, di cui la 

principale risultava quella effettuata con il lavoro di dottorato dell’ing. Ranzo 

nel 2000. In tale occasione, veniva implementato nell’elemento il modello di 

sezione dual section, che permette di determinare correttamente il campo di 

deformazione tagliante sulla sezione attraverso un approccio statico, in 

alternativa al modello tradizionale in cui tale campo risulta predeterminato 

cinematicamente attraverso l’uso di funzioni di forma, che non sono 

necessariamente esatte.  

Tuttavia sono state avvertite la necessità e l’esigenza di lavorare ancora su 

questo tema per vari motivi.  

Innanzitutto, questo modello di trave risultava e risulta ancor oggi 

all’avanguardia nel panorama (tra l’altro estremamente povero) di elementi di 

questo genere e dimostra un’estrema stabilità all’interno del programma 

ospitante, testimoniata dalle numerose applicazioni nel corso di quasi 15 

anni di storia. Considerando che in questo arco temporale di vita, l’elemento 
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aveva subito molteplici “ritocchi” più o meno importanti che mai erano stati 

organizzati in maniera sistematica, un’operazione del genere appariva ancor 

più necessaria. Tale bisogno risultava particolarmente evidente per il legame 

costitutivo del calcestruzzo (il modello microplane modificato), che 

rappresenta il cuore pulsante dell’elemento e ne determina l’efficacia. Una 

dettagliata spiegazione dei suoi aspetti teorici e dell’architettura dell’algoritmo 

utilizzato non esisteva prima di questo lavoro; pertanto notevole spazio e 

tempo è stato dedicato a tale argomento. Chi scrive, dopo aver approfondito 

gli aspetti teorici del problema, ha ritenuto opportuno in fase operativa 

svincolare il modello microplane dall’elemento e quindi dal programma 

FIBER. E’ stato dunque riscritto l’algoritmo in maniera autonoma, per 

consentire un utilizzo dello strumento estremamente flessibile. Si è potuto 

così studiare e riprodurre una casistica molto ampia di tests numerici che 

chiariscono definitivamente il funzionamento e la bontà del modello (test di 

compressione semplice, ciclica, a tensione laterale imposta, taglio puro, 

taglio-compressione, taglio-trazione). Inoltre, grazie ai citati tests (ed insieme 

a quelli successivi sull’elemento), è stato possibile operare un’ottimizzazione 

/calibrazione dei parametri che governano l’algoritmo. 

In secondo luogo, a livello di elemento, è apparso opportuno effettuare un 

confronto sistematico e puntuale sulla base di casistiche reali tra i due 

approcci di sezione con taglio (dual section o con funzioni di forma). Infatti si 

ha l’indiscusso vantaggio di operare sulla medesima piattaforma e pertanto le 

differenze riscontrabili sono esclusivamente imputabili alle ipotesi di 

partenza. Sono state pertanto simulate cinque colonne in cemento armato 

che hanno mostrato sperimentalmente un collasso per taglio. Anche in 

questo caso, l’autore ha sentito la necessità di operare in autonomia dal 

programma agli elementi finiti FIBER, riuscendo così ad acquisire una 

completa padronanza dell’algoritmo di elemento. Per far ciò, è stata affrontata 

direttamente la problematica (che esula dall’elemento specifico studiato) della 

state determination, termine con cui si suole indicare la procedura attraverso 

la quale a determinati spostamenti nodali vengono associate le 

corrispondenti forze di elemento. Tale argomento è stato trattato con una 

impostazione decisamente operativa, nell’intento di offrire al lettore in 
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maniera diretta una delle possibili soluzioni al problema, rimandando per un 

approfondimento degli aspetti teorici alla vastissima bibliografia esistente, 

con particolare riferimento ai lavori di (Spacone et al., 1996) e (Petrangeli and 

Ciampi, 1997). 

A conclusione di questo percorso di ricerca, avendo ormai una visione chiara 

delle potenzialità e dei limiti dell’elemento studiato, si è ritenuto opportuno 

arricchirlo con la modellazione del fenomeno del bond slip delle barre di 

armatura. Si è pertanto predisposto un algoritmo che lavora a livello delle 

fibre di acciaio, capace di cogliere in maniera più che soddisfacente i 

principali aspetti del fenomeno. Il modello proposto non ha ancora alle spalle 

una casistica di tests così ampia da permettere una calibrazione dei 

parametri che lo governano, considerato il suo recente sviluppo (a differenza 

del legame costitutivo del calcestruzzo ormai consolidato). Anche se non si è 

certi che un’operazione in tal senso possa avvenire con successo, in quanto il 

fenomeno fisico appare governato da un numero considerevole di variabili 

(tra le più evidenti si annoverano: tipo di barra, lunghezza di ancoraggio, 

resistenza e composizione del calcestruzzo, presenza di staffe di 

confinamento, dimensione copriferro), la cui influenza sul fenomeno appare 

di difficile valutazione. 

L’approccio scelto per affrontare il fenomeno della perdita di aderenza 

dell’armatura  risulta indipendente dall’elemento finito e pertanto applicabile 

a qualsiasi elemento di cemento armato a fibre. Infatti, sebbene per ora tale 

algoritmo sia stato implementato solamente nella trave con taglio, presto 

verrà reso disponibile anche per tutti gli altri elementi a fibre ospitati dal 

programma FIBER.  
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CAPITOLO PRIMO: 

LE LEGGI MONOASSIALI DEI 
MATERIALI DEL CEMENTO 

ARMATO 
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1.1 L’ACCIAIO 

La legge uniassiale dell’acciaio è basata su un comportamento elasto-plastico 

incrudente sia per il ramo a trazione che a compressione. Ciascun ramo 

skeleton è suddiviso in tre parti: un tratto iniziale elastico lineare definito dal 

modulo elastico Es  e dalla tensione di snervamento fy, un ramo plastico a 

rigidezza nulla (yield plateau) definito dalla deformazione di snervamento εy = 

fy /Es e dalla deformazione di hardening εsh ed infine un ramo di 

incrudimento. Quest’ultimo è definito dal punto iniziale (εsh, fy,), dalla 

tangente alla curva in questo stesso punto, Esh, e dal punto di rottura del 

materiale (εsu, fsu), assumendo la tangente della curva nulla in corrispondenza 

di tale punto.  

L’equazione che definisce il ramo di hardening è la seguente: 

  ( )
P

shsu

su
ysusus fff

εε
εεσ

−
−−−=      (1.1) 
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Figura 1-1. Ramo skeleton acciaio 
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Il comportamento ciclico della legge dell’acciaio è basato sul lavoro sviluppato 

da (Menegotto e Pinto, 1973), la cui implementazione numerica si deve a 

(Brisighella, 1988). 

Acciaio 
comportamento ciclico

εεεε

σσ σσ

 
Figura 1-2. Comportamento ciclico dell’acciaio 

 

I rami di scarico e ricarico sono definiti dalla seguente espressione: 

  ( )
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−
−+
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σσ
εε

εεσσ   (1.2) 

dove (ε0, σ0) sono le coordinate dell’ultimo punto di inversione di carico sul 

ramo skeleton, mentre i restanti parametri servono a definire la forma della 

curva ed ottenere la tangenza nella ricongiunzione tra il ramo di skeleton e 

quelli di scarico/ricarico. 

In particolare Em è il modulo di elasticità iniziale allo scarico, σch è un 

parametro caratteristico di tutti i rami di scarico/ricarico, Q è il rapporto tra 

il modulo tangente allo scarico e quello nel punto di congiunzione con il ramo 

di skeleton, mentre R è un parametro che definisce la forma della curva (per 

R=1 la curva è un’iperbole). 
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A seguito dell’inversione di carico, l’origine del ramo skeleton viene traslata 

sulla base dell’inviluppo delle deformazioni massime raggiunte, determinate 

dalla storia di carico subita. L’entità della traslazione viene definita a seconda 

che l’inversione avvenga in corrispondenza del ramo di plateau piuttosto che 

in quello di hardening, o ancora in un ramo di scarico/ricarico.  

Per un maggiore dettaglio di tali aspetti si rimanda al lavoro già citato 

(Brisighella, 1988). 

Si evidenzia infine che, sebbene i due rami skeleton (trazione e compressione) 

abbiano le stesse leggi governanti, è possibile utilizzare parametri differenti 

(fsu, εsu, ecc..) per ottenere un comportamento non simmetrico del materiale. 

Tale opportunità si può rivelare utile qualora si voglia tenere in 

considerazione, in via approssimata, alcuni effetti non locali del materiale, 

quali ad esempio il bukling delle barre in compressione.  
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1.2 IL CALCESTRUZZO 

Per il calcestruzzo si differenziano i due rami skeleton a trazione ed a 

compressione.  

Per il ramo a compressione si utilizza la formulazione proposta da (Popovic, 

1973), la quale risulta definita dai seguenti parametri del materiale: modulo 

elastico iniziale Ec, resistenza e corrispondente deformazione di picco, fcc e εcc: 

  r
cc

c x1r

xrf

+−
=σ         (1.3) 

con 

  

cc

cc
c

c

cc
f

E

E
r;x

ε
ε
ε

−
==  

Per il comportamento ciclico si fa riferimento al lavoro di (Mander et al., 

1988), in cui il ramo di scarico è definito dal modulo secante, Esec, che 

decresce al crescere della deformazione del materiale (degrado delle proprietà 

meccaniche del materiale). 

Siano quindi σcun, εcun le coordinate sul ramo skeleton del punto di inversione, 

allora il ramo di scarico è definito da: 

  r
cun

cunc x1r

xr

+−
−= σσσ        (1.4) 

con 

  ccu

plcun

cun
sec

seccu

cu

unpl

cun bcEE;E;
EE

E
r;x =

−
=

−
=

−
−=

εε
σ

εε
εε

 

dove Ecu è il modulo tangente allo scarico ed è governato dai parametri (b,c) 

che tengono conto della tensione-deformazione raggiunta allo scarico (σcun, 

εcun) ed εpl è la deformazione residua, anch’essa dipendente dal punto di 

inversione. 
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Il ramo di ricarico risulta lineare in base ad una rigidezza Ecr ancora funzione 

del punto di scarico e di quello di ricarico.  

Per maggiori dettagli sulle formule che definiscono il comportamento del 

materiale si rimanda alla citata bibliografia, sebbene nel legame utilizzato in 

questo lavoro siano anche presenti alcune aggiunte migliorative attinte da 

(Martinez-Rueda e Elnashai, 1997).  

Ec

f cc

ε

σ

εcc
f ct

co
m

pr
.

tr
az

.

 
Figura 1-3. Ramo skeleton calcestruzzo 

 

Calcestruzzo
compressione

εεεε

σσ σσ

ciclo

monotono

 
Figura 1-4. Legame σ-εεεε in compressione del calcestruzzo 

Per quanto riguarda invece il ramo a trazione, l’equazione generale è 

un’esponenziale: 

  εσ εε
c

)/(
c E)e1(

p
1−−=       (1.5) 
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dove ε1 e p sono parametri che determinano il ramo discendente della curva. 

Questa formulazione si basa sul metodo del tension softening.  

Il ramo softening della curva a trazione non è una proprietà locale del 

materiale. Infatti, il calcestruzzo, dopo la fessurazione (raggiungimento della 

tensione ultima di trazione), è ancora in grado di assorbire carico per effetto 

dell’ingranamento degli inerti, ma questa capacità si esaurisce rapidamente 

al crescere dello stato deformativo, tanto da assumere una rilevanza 

marginale per aperture di fessure di pochissimi micron. Tuttavia negli 

elementi in cemento armato, il calcestruzzo è profondamente influenzato 

nella sua risposta a trazione in condizione di pre e immediata post 

fessurazione dalla presenza delle barre, per effetti di coesione sulla superficie 

di contatto tra i due materiali. Questo fenomeno è noto con il nome di tension 

stiffening che, a differenza del precedente, non è affatto trascurabile, in 

quanto conduce ad un incremento di rigidezza dell’elemento stesso. La 

possibilità di tenere in conto di tali effetti può essere perseguita attraverso 

due differenti strategie: quella appunto del tension stiffening o quella del 

tension softening.  

La prima opera direttamente sul legame dell’acciaio, risolvendosi in una 

modifica del comportamento a trazione del materiale. Indicazioni generali su 

come affrontare il problema sono fornite in (Model code 90, 1993).  

 
Figura 1-5. Modifica del comportamento a trazione dell’acciaio per effetto del Tension 

Stiffening (Model code 90, 1993) 

Mentre l’approccio al problema mediante tension softening opera sul legame 

del calcestruzzo e propone una legge a trazione che mostra un ramo 
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discendente (di softening) molto pronunciato. Questo comportamento si 

discosta dalla risposta locale del materiale estremamente fragile, ma permette 

a livello globale di cogliere il comportamento dell’elemento in cemento armato 

in fase elastica (sezione interamente reagente). 
tr

az
.

ε

σ

Tension softening

Comportamento 
fragile a trazione del 
calcestruzzo

f ct

 
Figura 1-6. Modifica del comportamento a trazione del calcestruzzo Tension Softening 

 

A

d

B

B snervamento della 
sezione base

A fessurazione della 
sezione base

risposta SENZA 
modellazione del 
contributo irrigidente 
del calcestruzzo

risposta CON 
modellazione del 
contributo irrigidente 
del calcestruzzo

F

 
Figura 1-7. Schema ideale della risposta di elemento con o senza contributo irrigidente 

del calcestruzzo a trazione 
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1.3 L’ADERENZA ACCIAIO-CALCESTRUZZO: UN MODELLO PER LO 

SCORRIMENTO DELLE BARRE  

L’aderenza tra le barre di armatura ed il calcestruzzo, causa principale del 

fenomeno tension stiffening discusso nel paragrafo precedente, è un aspetto 

molto studiato negli ultimi quaranta anni, sia dal punto di vista 

fenomenologico (Rehm, 1961), (Balázs, 1991) che teorico-applicativo (Balázs, 

1993), (Monti and Spacone 2000), (Limkatanyu and Spacone , 2003), (Lettow 

et al., 2004).  

Sperimentalmente, il fenomeno è comunemente studiato attraverso la prova 

di pull-out, che consiste nell’estrazione di un inserto metallico (barra) da un 

supporto in calcestruzzo. Questo tipo di prova, i cui risultati sono espressi in 

termini di forza di estrazione e scorrimento terminale dell’inserto, chiarisce i 

principali aspetti che governano il fenomeno.  

Inizialmente, per modesti livelli di forza di estrazione, l’aderenza è garantita 

dal legame chimico che si instaura durante il processo di maturazione del 

calcestruzzo. Ciò fornisce un’elevata rigidezza del legame forza - scorrimento, 

sicché quest’ultimo risulta praticamente nullo. Successivamente 

(fessurazione del calcestruzzo), l’adesione chimica viene distrutta, ma si 

instaurano dei meccanismi resistenti nel calcestruzzo nelle zone perimetrali 

dell’inserto di tipo tirante-puntone (tali meccanismi sono più efficaci in 

presenza di barre con nervature, che consentono una migliore definizione 

delle bielle resistenti di calcestruzzo). In questa fase si manifestano 

scorrimenti relativi non più marginali. In una fase ancora successiva, a 

seguito del disgregamento del materiale adiacente alla barra (segnalate da 

evidenti macrofessure longitudinali), le residue resistenze di aderenza che si 

manifestano sono sostanzialmente imputabili ad effetti attritivi di 

ingranamento dell’aggregato presente nel calcestruzzo. 

Tale breve e certamente incompleta descrizione fenomenologica dell’aspetto 

(Figura 1-8), ha come unico scopo quello di mettere in evidenza come gli 

scorrimenti relativi barra - calcestruzzo siano una conseguenza naturale del 

meccanismo resistente. Pertanto, nello studio di modelli avanzati del 
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comportamento di elementi in cemento armato, il fenomeno descritto non 

può essere sottaciuto o non considerato.   
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Figura 1-8. Schematizzazione del fenomeno dell’aderenza acciaio-calcestruzzo 

Per affrontare tale problematica nell’ottica della modellazione di elementi 

finiti in cemento armato, è necessario fare riferimento ad alcuni argomenti 

che precorrono la sequenza con cui è stato organizzato il presente lavoro. 

Tuttavia, si è ritenuto opportuno affrontare in questa sezione il tema della 

perdita di aderenza (noto sotto il nome di bond slip o slippage) in quanto il 

modello numerico proposto risulta strettamente connesso ai legami 

uniassiale dei materiali. 

E’ ben noto come, nella modellazione di elemento, risulti conveniente 

adottare l’ipotesi di sezioni piane e quindi di perfetta aderenza acciaio-

calcestruzzo. Infatti grazie ad essa, le deformazioni di fibra (che entrano nei 

legami dei materiali) sono ricavate in base a considerazioni geometriche a 

partire dalle deformazioni di sezione (vedasi par. 4.3). Tuttavia, a causa di 

questa assunzione possono scaturire alcuni aspetti non realistici nella 

risposta di elemento, quali una sovrastima della rigidezza e della dissipazione 

di energia in condizioni di carico ciclico. Pertanto, nell’ambito della 

modellazione di strutture in cemento armato in condizioni sismiche, questa 

problematica risulta particolarmente importante ed è stata quindi oggetto di 

numerosi studi e ricerche che hanno condotto a diverse proposte applicative.  
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E’ possibile individuare due diverse strategie di soluzione al problema. Dato 

che il bond-slip è particolarmente rilevante ed evidente alle estremità 

dell’elemento, la prima strategia simula l’effetto dello scorrimento delle barre, 

attraverso la modellazione di elementi specifici da frapporre a quelli di trave-

colonna (Rubiano-Benavides 1998), (Limkatanyu S. 2002). Questo tipo di 

approccio si presta principalmente allo studio del comportamento dei nodi 

sotto le azioni sismiche, caratterizzate da inversioni cicliche di carico. 

L’altro filone di ricerca si propone invece di considerare l’effetto della perdita 

di aderenza direttamente all’interno dell’elemento di trave non lineare (Monti 

et al., 1997), (Monti and Spacone, 2000).  

Il modello presentato in tale lavoro va inquadrato in quest’ultimo campo di 

ricerca. Esso si propone di modellare gli effetti del bond slip agendo 

direttamente a livello di fibra sulla sezione dell’elemento. Sebbene, come 

visto, questo non sia un fenomeno locale, ma funzione dello scorrimento 

(ossia l’integrale della deformazione), esso viene trattato a livello puntuale di 

sezione e di fibra, mantenendo lo stesso modus operandi adottato per il 

fenomeno del tension stiffening, anch’esso effetto non locale. Infatti, le due 

manifestazioni risultano intrinsecamente collegate, essendo due diversi 

aspetti dello stesso fenomeno fisico.  

Lo scorrimento misurato all’estremità della barra annegata nel provino di 

calcestruzzo è il risultato dell’integrale delle deformazioni relative 

nell’interfaccia acciaio-calcestruzzo, valutato sul tratto immerso della barra. 

Quindi, quando tale integrale è praticamente nullo, il fenomeno da 

considerare è il tension stiffening, mentre quando questo diventa rilevante il 

fenomeno è appunto il bond slip. 

Il modello proposto, come anticipato, agisce a livello di legame costitutivo 

dell’acciaio e non influenza direttamente la distribuzione delle deformazioni 

lungo la sezione. Questa può essere individuata ancora mediante l’ipotesi di 

sezioni piane (perfetta aderenza acciaio-calcestruzzo): note le deformazioni di 

sezione (deformazione assiale ε e curvatura φ), quelle di fibra sono 

univocamente determinate (Figura 1-9, si rimanda nel dettaglio al paragrafo 

4.3). Sia dunque εs la deformazione sulla generica fibra di acciaio, in essa 

vengono distinti due contributi di diversa natura: una deformazione efficace 
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che genera tensione resistente ed una invece inefficace legata al fenomeno del 

bond slip: 

  nul,seff,ss εεε +=          (1.6) 

fibre acciaio
εfibra

fibre cls

εsez φsez

 
Figura 1-9. Ipotesi di sezioni piane sulla sezione in cemento armato 

Dunque, solamente la deformazione efficace entra nella legge uniassiale 

dell’acciaio e pertanto si trasforma in tensione resistente: 

  
0)(

)(

nul,s

seff,s

=

=

εσ
σεσ

 

La partizione della deformazione viene governata da una funzione definibile di 

scorrimento, Ψslip, che dipende dallo stato deformativo della fibra di acciaio: 

  )( sslipnul,s εΨε =         (1.7) 

Tale funzione di classe C1 presenta due asintoti. Per bassi stati deformativi 

questa risulta nulla (assenza di scorrimenti relativi, fase in cui il legame 

chimico di aderenza risulta efficace), mentre superato un certo valore di 

deformazione, ε00, essa cresce fino a stabilizzarsi ad un valore prefissato, ∆εy : 

  0slip =Ψ       00s εε <  

  
[ ]( )y

00s )(a

yslip e1 εεε∆Ψ −−−=   00s εε ≥    (1.8) 
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con  

  )/(ka 00y0 εε −=  

  yy0y εεε∆ −=  

dove k e y sono parametri che determinano la forma della curva, assieme a 

ε00 e ε0y, valori prefissati valutati in rapporto alla deformazione di 

snervamento dell’acciaio εy: 

  y000 εαε =  

  yyy0 εαε =   

con �0 e �y parametri numerici che determinano la deformazione iniziale per 

cui si manifesta il fenomeno e l’entità dello stesso.  

Tali parametri vengono valutati in funzione della sensibilità dell’elemento nei 

confronti della perdita di aderenza dell’armatura (lunghezza o tipo di 

ancoraggio, tipologia di barre, presenza di staffatura, qualità e composizione 

del calcestruzzo, dimensione del copriferro, ecc..).  

 

 
Figura 1-10. Partizione della deformazione di fibra nelle due componenti εεεεs,eff εεεεs,null  
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Considerato che il fenomeno risulta fortemente dipendente dal numero di 

inversioni di carico (cicli) (Balázs G.L., 1991), tale dipendenza è stata tenuta 

in considerazione operando direttamente sui due coefficienti (�0, �y) ed è stato 

individuato un intervallo entro il quale potessero variare in funzione del 

numero di cicli, aumentandone gli effetti.  

In queste prime fasi sperimentali della formulazione proposta è stato scelto il 

seguente intervallo per i coefficienti: 

 
n.cicli �0 �y 

=1 0.50 2.0 

>>1 0.25 10.0 

 

La variabilità dei coefficienti è governata da una legge non lineare che 

rapidamente conduce ai valori finali.  

Nella Figura 1-11 si mostra l’influenza di �0 e �y nella suddivisione della 

deformazione di fibra.   

In Figura 1-12 si rappresenta il legame σ-ε dell’acciaio: nelle ascisse sono 

riportate le deformazioni complessive (cioè εs= εs,eff + εs,null), mentre nelle 

ordinate si riportano le tensioni sviluppate (cioè σs=σ(εs,eff)). Risulta evidente 

come, al crescere del numero di cicli, l’effetto dello scorrimento delle barre sia 

anticipato e più marcato. 

Infine nella Figura 1-13, si riporta l’analogo diagramma in condizioni cicliche 

(5 cicli di carico e 5 di scarico a deformazione costante), condotte senza e con 

il modello proposto. Il comportamento evidenziato risulta fortemente 

realistico; l’effetto pinching, tipico del fenomeno, viene perfettamente colto.  

Il modello si rivela dunque uno strumento semplice ed efficace per 

rappresentare il fenomeno del bond slip.  

Si è ancora in una fase iniziale di studio e non si ha a disposizione una 

casistica adeguatamente ampia da permettere una solida taratura dei 

parametri che governano l’algoritmo. D’altro canto non si è nemmeno certi 

che una tale operazione possa avere successo, dato che il fenomeno risulta 

fortemente interconnesso con numerose variabili la cui influenza non è 

direttamente quantificabile. Di conseguenza, probabilmente il problema mal 
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si presta ad una standardizzazione. Comunque, solamente dopo 

un’esperienza applicativa prolungata sarà possibile trarre delle conclusioni in 

tal senso. 

Tuttavia il modello teorizzato, nella sua semplicità, si presenta estremamente 

flessibile da poter essere utilizzato nelle più disparate situazioni e le analisi 

condotte e presentate in questo lavoro ne sono testimonianza. Infatti si fa 

notare come, qualora si volesse prendere in considerazione l’effetto estremo 

dello scorrimento, cioè lo sfilamento, che conduce alla completa perdita di 

efficacia delle barre di armatura, sarebbe sufficiente solamente ripensare la 

funzione Ψ , conferendole un comportamento monotono crescente invece che 

asintotico.  



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 22 di 161 

 

 

Sfilamento delle barre
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Figura 1-11. Partizione della deformazione di fibra nelle due componenti εεεεs,eff εεεεs,null in 

dipendenza del numero di inversioni di carico 

 

 

εεεεs

σσ σσ
s

sigma _s (no slip) sigma_s (n=1) sigma_s (n>>1)

 
Figura 1-12. Legame σ-εεεε di fibra dell’acciaio in condizione monotone in presenza o 

meno di bond slip e la sua dipendenza dal numero di cicli 
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Figura 1-13. Legame σ-εεεε di fibra dell’acciaio in condizione cicliche in presenza o meno 

di bond slip 
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CAPITOLO SECONDO: 

IL MODELLO MICROPLANE  
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La risposta tensionale-deformativa per azioni di breve durata del calcestruzzo 

è stato argomento di studio per numerose generazioni di ricercatori e si 

presenta ancor oggi tutt’altro che esausto. Data la non omogeneità del 

materiale, composto da pasta di cemento ed inerti, il calcestruzzo presenta 

un comportamento non lineare già per bassi livelli di sollecitazione 

/deformazione. Tale non linearità è causata dalle microfessurazioni interne 

che si generano in conseguenza di concentrazioni di tensione sull’interfaccia 

dei due componenti del materiale, a causa della fortissima differenza di 

consistenza (rigidezza) degli stessi. Pertanto, già dalle prime applicazioni 

strutturali del cemento armato, è apparso evidente che l’assunzione di una 

relazione sforzo-deformazione lineare fosse del tutto non realistica, tant’è che 

la ricerca di leggi σ-ε più attinenti al comportamento effettivo iniziò 

contestualmente al diffondersi dell’applicazione del materiale nelle strutture 

civili ed industriali. Tuttavia, il momento storico più fecondo per tale ricerca 

risulta quello tra gli anni ’70 e ’80. Si ascrivono infatti a questo periodo le 

formulazioni che hanno riscosso maggiore successo e che per decenni hanno 

recitato la parte da protagonisti nei codici di analisi strutturale più 

all’avanguardia (Model Code 90, Eurocode, 1992). Si ricorda in particolare la 

formulazione di (Kent and Park, 1971) e quella successivamente modificata 

da (Mander et al., 1988). Tali formulazioni, basate su numerose evidenze 

sperimentali, tengono conto di alcuni fattori che modificano la risposta non 

lineare del materiale (su tutti l’effetto del confinamento trasversale sulla 

resistenza a compressione).  

Tuttavia, la maggior parte delle formulazioni presenti in letteratura sono 

relative alla risposta uniassiale (compressione/trazione). Per poter trattare il 

comportamento biassiale del calcestruzzo, bisogna allora considerare dei 

modelli che operino vettorialmente (tensori piani). L’approccio che più si 

presta a questo scopo, in campo non lineare, è quello seguito dai modelli 

chiamati microplane.  

Tali modelli, nati originalmente per lo studio di materiali omogenei, come 

l’acciaio (Taylor, 1938), sono stati presto indirizzati nel campo dei materiali 

fragili ed eterogenei come il calcestruzzo (Bažant and Prat, 1988a,b). Essi 
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sono caratterizzati dal fatto che, per ottenere la risposta del materiale, 

distinguono due livelli di attività: uno macroscopico ed uno microscopico. 

Esistono tuttavia altri tipi di approcci al problema della risposta piana del 

calcestruzzo ed in particolare del cemento armato, come quello definito 

“Modified Compression-Field Theory” (MFCT), (Vecchio and Collins, 1986) e 

(Palermo and Vecchio, 2003). Qui la risposta del calcestruzzo viene trattata in 

termini di valori medi e di invarianti delle deformazioni e tensioni, 

considerando il materiale come ortotropo in cui la fessurazione è distribuita e 

può ruotare. Il MFCT è sostanzialmente un modello equivalent uniaxial e 

quindi non molto dissimile dal modello dei micropiani studiato in questo 

lavoro. Il problema dei modelli equivalent uniaxial è legato alla modellazione 

della risposta ciclica dove rotazioni fortissime delle tensioni principali 

rendono assai problematica l’archiviazione e l’applicazione di parametri di 

danno su giaciture in costante rotazione. Tale approccio, tuttavia, è 

largamente utilizzato nel campo degli elementi finiti e trova applicazione 

anche nel contesto di un modello di trave con taglio di recente sviluppo 

(Ceresa et al., 2009), simile a quella oggetto di questo studio. Si rimanda 

dunque alla bibliografia già citata per un approfondimento del MFCT, mentre 

di seguito verrà focalizzata l’attenzione sui modelli microplane.   
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2.1 I MODELLI MICROPLANE CLASSICI  

La finalità della teoria dei modelli dei micropiani è quella di rappresentare il 

comportamento di un materiale (nel piano o nello spazio) attraverso l’uso di 

un insieme di superfici (i micropiani), sulle quali vengono definite delle leggi 

costitutive esplicite tensione-deformazione. Il comportamento globale 

(macroscopico) è ottenuto quindi a partire dai contributi dei singoli 

micropiani: si parla perciò di risposta integrale. Tradizionalmente tali modelli 

sono basati su vincoli cinematici, i quali permettono di definire le 

deformazioni di micropiano (ek,i) a partire dal vettore di deformazioni 

macroscopico (ε ), attraverso relazioni geometriche. È possibile infatti definire 

l’operatore Ak,i, funzione dell’orientazione del micropiano, per cui le tre 

componenti i (nel caso generico tridimensionale: una normale e due 

tangenziali alla giacitura del micropiano; due nel caso bidimensionale) del 

vettore di deformazione di micropiano k sono date da: 

   εT
i,ki,k Ae =   i=1,2,3       (2.1) 

La correlazione tra tensioni agenti a livello di micropiano e quelle 

macroscopiche è definito dal principio dei lavori virtuali (PLV), attraverso il 

quale il lavoro (valutato sulla sfera S nel caso tridimensionale o sul cerchio C 

nel caso piano, di raggio unitario) svolto a livello microscopico è uguagliato a 

quello sviluppato a livello macroscopico: 

  ( ) εδσδ
π

⋅=⋅∫ ddSesd
4

3

S

  3D    (2.2a) 

  ( ) εδσδ
π

⋅=⋅∫ ddSesd
2

1

C

  2D    (2.2b) 

dove i termini a sinistra delle (2.2a-b) sono riferiti alla microscala mentre 

quelli a destra alla macroscala. Tuttavia, l’uguaglianza espressa in tali 

equazioni (2.2a-b) è solo approssimata, a causa dell’imposizione cinematica 

determinata dalla (2.1) (Bažant and Prat, 1988a,b). 
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Riscrivendo la (2.1) in forma incrementale, si ottiene: 

  εδδ T
kAe =         (2.3) 

Pertanto, sostituendo la (2.3) in (2.2a-b) e considerando l’invarianza di εδ , 

risulta: 

  dSsdA
4

3
d

S
kk∫=

π
σ       (2.4a) 

  dCsdA
2

1
d

C
kk∫=

π
σ        (2.4b) 

Queste ultime equazioni assumono un’importanza fondamentale, in quanto 

esplicitano la dipendenza del vettore macroscopico delle tensioni dalle 

tensioni di micropiano. La risposta macroscopica è quindi nota una volta 

definite le relazioni (leggi costitutive) tra tensioni e deformazioni dei 

micropiani: 

  )e(ss kk =           (2.5) 

Quanto appena descritto risulta la spina dorsale della teoria del modello dei 

micropiani. La scelta del legame tensione-deformazione a livello di 

micropiano risulta un aspetto secondario, sebbene con un suo peso in 

termini di risposta del modello, che ha subito nel corso degli anni numerosi 

aggiustamenti rispetto alla formulazione iniziale.  

Si possono distinguere almeno quattro fasi evolutive del modello microplane: 

modello M1 (Bažant and Oh, 1985), modello M2 (Bažant and Prat, 1988a,b), 

modello M3 (Bažant et al., 1996a,b) e modello M4 (Bažant et al., 2000). Tutti 

sono accomunati dal fatto di lavorare sulla correlazione tensione-

deformazione a partire dagli invarianti delle deformazioni di micropiano 

(volumetrici eV e deviatorici eD) e deformazioni tangenziali: 

Il vettore delle deformazioni agenti sul generico micropiano k ( ke ) (con 

riferimento alla Figura 2.1) è costituito (nel caso generico 3D) da tre 

componenti: una normale ( ne ) e due tangenziali( lm e;e ) e le relazioni sforzo-
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deformazione di micropiano assumono, in definitiva, la seguente forma 

generale: 

  

)e,e,e(hs

)e,e,e(gs

)e,e,e(fs

lmnl

lmnm

lmnn

=
=
=

       (2.6) 

Come appare evidente, il problema risulta abbastanza complesso, non 

essendo completamente noto (dal punto di vista fisico e fenomenologico) il 

comportamento microscopico del materiale, non potendo, in altre parole, 

contare su relazioni affidabili per le (2.6). Pertanto la soluzione al problema è 

stata ricercata facendo affidamento su una comprensione intuitiva dei 

meccanismi fisici coinvolti (Bažant et al., 2000) e viene affrontata attraverso 

l’individuazione degli invarianti di micropiano: 

  

)ee(e

3/)(e

VnD

zzyyxxV

−=

++= εεε
      (2.7) 

Si scrivono quindi le leggi costitutive in forma incrementale, linearizzando il 

problema: 

   

TTT

DDD

VVV

deEds

deEds

deEds

=
=
=

        (2.8) 

con EV, ED, ET moduli elastici del livello microscopico correlati a quelli 

macroscopici del materiale (E , v): 

  

DT

D

V

EE

)v1)(32(

E5
E

v21

E
E

µ
µ

=
++

=

−
=

       (2.9) 
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con µ parametro valutato in base ai tests sperimentali che in generale può 

essere posto pari a 1 (Bažant et al., 1996).  

 

 
Figura 2-1. Rappresentazione del trasporto dello stato di deformazione sul micropiano 

 



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 33 di 161 

 

2.2 IL MODELLO MICROPLANE MODIFICATO 

Il modello presentato in questo lavoro si propone di ottenere una simulazione 

attendibile del comportamento biassiale del calcestruzzo, cercando di 

superare alcuni aspetti critici dei modelli microplane classici, primo fra tutti 

l’utilizzo di relazioni σ-ε delle componenti di micropiani di non diretta 

interpretazione e comprensione. 

  

Le ipotesi di base del modello microplane modificato sono le seguenti: 

I. Stato di tensione piano. 

II. Uso di otto micropiani distribuiti uniformemente su una 

circonferenza. 

III. Monitoraggio della sola componente normale al micropiano con 

utilizzo della stessa legge σ-ε per tutte le giaciture. 

IV. Suddivisione del campo di deformazioni in una componente forte 

ed una debole (weak e strong splitting). 

 

L’ipotesi di considerare solo le componenti normali dei micropiani scaturisce 

dall’idea di poter ricondurre ogni comportamento del calcestruzzo 

esclusivamente a risposte assiali di compressione/trazione. Inoltre, il 

comportamento uniassiale del materiale risulta un aspetto ormai più che 

acquisito; d’altro canto, per la risposta tangenziale del calcestruzzo, la 

letteratura è povera (se non addirittura mancante) di leggi del tipo τ-γ in 

campo non lineare, attendibili e sperimentate. 

Tuttavia, la chiave di volta del modello è rappresentata dalla scissione in due 

componenti della deformazione (quarta ipotesi). La validità, nonché l’efficacia, 

del modello risiede in questo delicato passaggio. La scelta di una funzione 

adeguata, che non sia puramente astrazione ma che abbia un significato 

fisico consistente, risulta il prodotto di un intenso studio protratto negli anni 

affrontando una casistica di sperimentazioni numeriche estremamente ampia 

e varia.  

Tale strategia ha permesso anche di ridurre notevolmente il numero di 

micropiani da monitorare. Infatti l’utilizzo di otto giaciture, che per simmetria 
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si riducono a quattro, risulta di gran lunga inferiore a quello necessario con il 

modello dei micropiani classico, ottenendo un’accuratezza nella soluzione 

molto elevata e permettendo una notevole ottimizzazione computazionale. 

 

Prima di entrare nel dettaglio del modello, si cercherà di chiarire 

definitivamente il funzionamento di base dell’approccio dei micropiani (sotto 

tutte le ipotesi descritte ad eccezione della IV). Si sottolinea che, stante 

l’ipotesi III, il problema generale risulta semplificato, in quanto il vettore delle 

deformazioni e delle tensioni di micropiano si riduce ad una sola 

componente, quella normale (ek,i = ek,1; sk,i = sk,1), che per semplificare la 

notazione verrà indicata solo come ek e sk con k = m1, m2, m3, m4 indice di 

micropiano. 

Pertanto, dato uno stato deformativo macroscopico, );;( xyyyxx εεεε = , le 

deformazioni normali di micropiano sono ricavate mediante la (2.1), che nel 

caso piano assume la forma di seguito esplicitata: 

 

xx

011

1
2

1
2

xyyyxx1m

1

cossen
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);;(e ε
ϑϑ
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

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




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    (2.10a) 
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 (2.10b) 
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    (2.10c) 
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xyyyxx

4
44

4
2

4
2

xyyyxx4m 5.05.05.0

cossen

sen
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);;(e

4

εεε
ϑϑ

ϑ
ϑ

εεε
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−+=

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






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





⋅=
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 (2.10d) 

Le tensioni di micropiano (sk) si ottengono applicando la legge costitutiva di 

micropiano (2.5). Da queste tensioni è possibile calcolare i contributi al 

tensore macroscopico σ  dei singoli micropiani, utilizzando lo stesso 

operatore di trasformazione delle deformazioni, come dimostrato nelle (2.4): 

)0;0;s(

)e(s)cossen;sen;(cos);;(

1m

1m0111
2

1
2

1mxyyyxx1m 1

=

⋅== =ϑϑϑϑϑτσσσ
 (2.11a) 

)s5.0;s5.0;s5.0(

)e(s)cossen;sen;(cos);;(

2m2m2m

2m

4
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2

2
2

2mxyyyxx2m
2

=

=⋅==
=

πϑ
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 (2.11b) 

)0;s;0(
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2
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3
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3mxyyyxx3m
3

=

⋅==
=πϑ

ϑϑϑϑτσσσ
 (2.11c) 
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4

444
2

4
2

4mxyyyxx4m
3

−=

=⋅==
−=

πϑ
ϑϑϑϑτσσσ

 (2.11d) 

Infine tali contributi vengono integrati, attraverso la (2.4b), permettendo di 

ottenere il tensore delle tensioni macroscopico σ . 

Si precisa che l’integrazione su un numero di piani finiti viene reso 

equivalente all’integrazione sulla circonferenza attraverso una costante di 

integrazione C, dipendente dal numero di piani utilizzato (la valutazione di 

tale coefficiente verrà chiarita nelle pagine seguenti): 

  ∑∫
=

≅=
4

1i
mi

2

0
kk C2dsA σϑσ

π

      (2.12) 

Tuttavia, il modello così formulato non è in grado di riprodurre con 

sufficiente accuratezza il comportamento biassiale di un materiale 
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caratterizzato da una risposta a compressione ed a trazione fortemente 

asimmetrica come il calcestruzzo. Infatti, nella prova a compressione 

semplice, che risulta il primo e più affidabile livello di controllo di un modello 

per il calcestruzzo, l’applicazione di questa procedura conduce ad una 

sovrastima delle deformazioni laterali in condizioni di sollecitazioni di 

compressione di modesta entità, dove invece ci si attenderebbe una risposta 

pressoché elastica, in cui la deformazione laterale sia legata a quella assiale 

secondo il modulo di Poisson elastico (εyy ≈ ν εxx). Ciò è intrinsecamente 

collegato alla resistenza a trazione del materiale: l’utilizzo della resistenza 

diretta, mediante i suoi valori tipici e la sua legge costitutiva teorica, in 

situazioni in cui, invece, tale resistenza a trazione è chiamata in causa solo 

indirettamente (come la prova di schiacciamento), non è appropriato. 

Per ovviare a tali difficoltà è stata introdotta la scomposizione delle 

deformazioni macroscopiche ε , (weak & strong splitting), associando ad una 

componente un comportamento non lineare ed all’altra un comportamento 

elastico-lineare. Tale operazione, dettata dalle esigenze sopra richiamate che 

potrebbe apparire come un artificio di pura astrazione, si basa al contrario su 

un concreto fondamento fisico. Infatti il calcestruzzo, materiale naturalmente 

eterogeneo, è composto in sostanza da due elementi con caratteristiche molto 

differenti tra loro: l’aggregato grosso, costituente la parte forte e la pasta di 

cemento e sabbia, che rappresenta la parte più debole. È dunque ragionevole 

ritenere che il contributo alla resistenza dell’aggregato sia di tipo elastico 

lineare, mentre la parte debole abbia una risposta prettamente non lineare.  

La scomposizione del tensore della deformazione avviene attraverso la 

definizione di una funzione legata al degrado del materiale Φ (denominata di 

splitting, in conseguenza del suo scopo e di cui ci si occuperà più avanti), 

secondo le seguenti espressioni:  

  εΦε =strong

        (2.13a) 

  
strongweak εεε −=         (2.13b) 

Fin quando la richiesta di deformazione al materiale risulta limitata, la 

scomposizione agisce in modo che tutta la deformazione si riversi nella 
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componente strong, in quanto il materiale si trova in uno stato 

sostanzialmente elastico. Al crescere però della deformazione, quando si 

attende una risposta del materiale non lineare, la componente strong diventa 

meno significativa a favore di quella weak.  

La scomposizione viene effettuata esclusivamente nella direzione principale di 

trazione. La deformazione di trazione strong, essendo preponderante in 

regime quasi elastico, si basa sostanzialmente sull’effetto Poisson. In altre 

parole, la scomposizione deve essere in qualche misura legata al coefficiente 

di Poisson, come meglio chiarito nella sezione dedicata alla presentazione 

della funzione di splitting:  

   min
strong
max εΦε =         (2.14a) 

   
strong
maxmax

weak
max εεε −=        (2.14b) 

   0strong
min =ε          (2.14c) 

   min
weak
min εε =          (2.14d) 

 
Figura 2-2. Schema del modello microplane modificato 



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 38 di 161 

 

Le due componenti di deformazioni macroscopiche nelle direzioni principali 

ottenute attraverso le (2.14), una volta ricomposte nel sistema di riferimento 

globale (x,y), possono essere trasportate sui micropiani attraverso il vincolo 

cinematico espresso dalla (2.1); quindi è possibile applicare le leggi uni-

assiali qui operanti (2.5). 

Come premesso, a livello di micropiano sono definite due tipi di leggi 

costitutive, una elastica lineare per la componente strong ed una non lineare 

per la componente weak (Figura 2-2). Le reazioni tensione-deformazione di 

micropiano della (2.5), ora assumono la seguente forma: 

  
strong
k

strong
k eEs ⋅=  k= m1,…,m4      (2.15a) 

  )e(fs weak
k

weak
k =  k= m1,…,m4      (2.15b) 

dove la legge non lineare utilizzata nella (2.15b) risulta quella descritta al 

paragrafo 1.2, mentre la costante elastica della legge lineare (2.15a) risulta la 

stessa che entra nel legame non-lineare precedente.  

Quindi i due contributi tensionali di micropiano vengono integrati (come 

sommatoria) a formare il tensore delle macrotensioni, secondo la (2.12), che 

ora assume la seguente espressione: 

  ∑∑
==

+=
4

1k

weak
k

weak
4

1k

strong
k

strong sC2sC2σ      (2.16) 

dove Cstrong e Cweak sono costanti d’integrazione dipendenti dal numero di 

micropiani utilizzato e dai parametri elastici del materiale, come chiarito di 

seguito. 

 

 

 

Nella figura della pagina seguente è rappresentato il digramma di flusso del 

modello presentato. 
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4
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1
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k
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k

weak

k

strong
k

strong
xyyyxx sCsCτσσ

 

weak
xyyyxx ),,( εεε

minmax;εε

Φ

4,..,1k
weak

ke =

0;strong

maxε weak

min

weak

max ;εε

4,..,1k
weak

ks =

strong
xyyyxx ),,( εεε

),,( xyyyxx εεε

4,..,1k
strong

ke =

4,..,1k
strong

ks =

 
Figura 2-3. Diagramma di flusso del modello microplane modificato 

 

Le due costanti di integrazione, Cstrong e Cweak , sono ricavate in forma chiusa 

utilizzando una forma incrementale del legame tensione - deformazione. 

Infatti, linearizzando le relazioni tensione-deformazione di micropiano è 

possibile scrivere: 
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strongstrongstrong

weakweakweak

deCds

deCds

=
=

   

ma dalla (2.3) si ha: 

   
strongT

k
strong

weakT
k

weak

dAde

dAde

ε
ε

=
=

 

pertanto: 

   

k
strongstrongstrong

k
weakweakweak

AdCds

AdCds

ε
ε

=
=

 

Definito D la matrice che correla il tensore degli sforzi a quello delle 

deformazioni macroscopiche, εσ D= : 
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applicando la (2.2b) si ottiene: 
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quindi: 
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weak
∫∫ −+=  

la risoluzione dell’integrale viene approssimata da una sommatoria finita (sul 

numero di micropiani assunto pari ad otto): 
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per cui: 
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essendo chiaro che la funzione di splitting Φ come utilizzata nelle (2.14) 

agisce solamente nel campo delle deformazioni di trazioni, risulta lecita 

l’espressione nella forma matriciale adottata, ipotizzando per semplicità uno 

stato di tensione uniassiale (σxx ≠0 , σyy =0). 

Quindi, eseguendo il prodotto matriciale, si ottiene: 
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Infine, comparando membro a membro i primi due termini delle due matrici 

si ottiene il seguente sistema di equazioni: 
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che risolto in funzione di Cweak e Cstrong: 

  

( )

( ) ( )( )120110
strong

1211
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D3D31
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1
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φφ +−+=
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    (2.18) 

 

Tuttavia, la conoscenza della matrice di rigidezza di legame macroscopico D, 

non risulta nota a priori fuorché in campo lineare, dove essa è esprimibile in 

funzione dei parametri elastici del materiale quali il modulo di Young E e 

quello di Poisson v (legge di Hooke).  

Per uno stato di tensione piano (σzz=0), essa assume la seguente forma: 
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Pertanto, si ritiene ragionevole e vantaggioso esprimere le costanti di 

integrazione in funzione delle caratteristiche elastiche del materiale 

(Petrangeli et al., 1999):  
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2
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=
    (2.20) 

Dalle (2.20) emerge come la costante weak dipenda solamente dai parametri 

elastici del materiale (E, v), mentre quella strong sia correlata anche alla 

funzione di splitting, attraverso il termine φ0.   
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LA FUNZIONE DI SPLITTING ( O DI DEGRADO ) ΦΦΦΦ 

la funzione di splitting, come più volte evidenziato, viene introdotta per 

operare una scomposizione del tensore delle deformazioni macroscopiche e  

per permettere di proiettare sui micropiani due distinti gruppi di micro-

deformazioni, assoggettati a leggi costitutive diverse. Il suo ruolo all’interno 

del modello studiato risulta determinante. Infatti, solo attraverso un’attenta 

formulazione della stessa, è possibile utilizzare questo modello ed ottenere 

un’efficacia decisamente elevata nella riproduzione del comportamento nel 

piano del calcestruzzo. 

Come già anticipato nelle pagine precedenti, questa funzione opera 

esclusivamente sulla deformazione massima di trazione e deve permettere un 

graduale passaggio da un comportamento elastico lineare, prerogativa della 

componete strong, a quello non lineare della componete weak.  

Di particolare rilevanza risulta il rispetto della risposta biassiale del materiale 

in campo elastico e non (la variazione della deformazione principale di 

trazione rispetto a quella di compressione). 

In conseguenza a quanto sopra, la funzione assume la seguente forma: 

  ct0 φφφΦ ⋅⋅−=         (2.21) 

in cui φ0 è un parametro multiplo del coefficiente elastico di Poisson (v), e 

risulta lo stesso parametro da cui dipende la costante di integrazione Cstrong, 

cfr. (2.20); mentre φt e φc sono a loro volta parametri di degrado, 

rispettivamente legati alla trazione ed alla compressione, decrescenti da 1 a 0 

all’aumentare del danneggiamento. 

Risulta logico ed intuitivo valutare i parametri di danno sulla base degli 

invarianti dello stato deformativo, facilmente individuabili attraverso la 

rappresentazione sul piano di Mohr (εmax, εmax).  
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A) Degrado per trazione (φt) 

Il parametro che esprime il degrado del materiale per deformazioni di trazione 

viene espresso in funzione della componente volumetrica dello stato di 

deformazione (εV) e di un valore di riferimento della deformazione di trazione 

(kεct). Quando l’invariante volumetrico, che nella rappresentazione grafica di 

Mohr è individuato dal centro del cerchio rappresentante il tensore della 

deformazione, entra nel ramo delle trazioni (indice che lo stato deformativo è 

prevalentemente di trazione), il parametro di degrado assume valori minori 

dell’unità (φt =1, assenza di degrado, φt =0, massimo degrado). 

Le espressioni che regolano tale parametro sono le seguenti: 

  1t =φ   per 0V ≤ε  

  

z

ct

V
t k

1 







−=

ε
εφ  per ctV k0 εε <<     (2.22) 

  0t =φ    per ctV kεε ≥  

dove l’esponente z determina la pendenza iniziale della curva, εV = (εmax + 

εmin)/2 = (εxx + εyy)/2 è l’invariante volumetrico, mentre εct è il valore di 

deformazione al picco nel ramo di trazione della legge non lineare di 

micropiano. Quando l’invariante volumetrico si trova oltre il valore limite 

specificato, la funzione assume valore zero, indicando che è stato raggiunto il 

massimo danneggiamento del materiale.  

In Figura 2-4 viene riportato l’andamento tipico della funzione φt al crescere 

dello stato deformativo nel campo delle trazioni e la corrispondente 

distribuzione della deformazione principale di trazione nelle due componenti. 

Viene riportato anche il tipico andamento della distribuzione nelle due 

componenti (weak e strong) della deformazione principale di trazione, avendo 

assunto per semplicità φ0 esattamente pari al modulo di Poisson (v). Tale 

distribuzione viene fornita in termini incrementali, infatti così è accettabile 

linearizzare e correlare la variazione di compressione a quella di trazione 

attraverso v. 



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 45 di 161 

 

ΦΦΦΦ t

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

εεεεv / kεεεε ct

ΦΦ ΦΦ
t

 

Weak & Strong splitting

0.0E+00

2.0E-06

4.0E-06

6.0E-06

8.0E-06

1.0E-05

1.2E-05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

εεεεv / kεεεεct 

d
εε εεm

ax

deps_max  w eak

deps_max  strong

deps_max

 
Figura 2-4. Andamento del parametro di degrado a trazione e corrispondente 

scomposizione della deformazione espressa in termini incrementali 
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B) Degrado per compressione (φc) 

Il parametro che deve determinare lo stato di impegno del materiale per 

compressione, viene fatto dipendere dalla componete deviatorica, dalla 

deformazione principale di compressione e da un parametro di deformazione 

limite in compressione.  

L’espressione generale è la seguente: 

  

y

2
cc

Dmin

c

C e 









 ⋅
−

= ε
εε

φ         (2.23) 

in cui y determina la pendenza dell’esponenziale, c risulta un coefficiente 

moltiplicatore della deformazione al picco di compressione della legge non 

lineare di micropiano (εcc) ed infine εD = εmax - εmin risulta l’invariante 

deviatorico, che in termini grafici è rappresentato dal diametro del cerchio di 

Mohr dello stato di deformazione. 

Tale funzione è definita in tutto l’intervallo delle deformazioni, in quanto 

questa, come si rileva dalla sua formulazione, non si limita a monitorare 

esclusivamente il livello di compressione raggiunto, ma uno stato globale 

dell’impegno del materiale. Ciò è evidente dall’impiego dell’invariante 

deviatorico, che contiene entrambe le deformazioni principali (trazione e 

compressione) che introduce quindi una dipendenza del parametro di 

degrado dallo stato biassiale del materiale. Questa assunzione risulta 

estremamente realistica, basti pensare alla differenza che può esserci in 

termini di danneggiamento / lesioni e quindi di risposta del materiale a 

parità di deformazione assiale, per un provino sottoposto ad uno stato di 

deformazione uniassiale oppure biassiale (Figura 2-6). 

 

In Figura 2-5 viene raffigurato l’andamento tipico di φc al crescere dello stato 

deformativo nel campo delle compressioni. Viene riportato anche il tipico 

andamento della distribuzione della deformazione principale di trazione nelle 

due componenti (weak e strong), valutate in termini incrementali 

analogamente a quanto visto per il parametro di degrado a trazione.  
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Figura 2-5. Andamento del parametro di degrado a compressione e corrispondente 

scomposizione della deformazione espressa in termini incrementali 

 

εmin  εmax  cεcc  

εxy    

εxx    εyy

dεmin  dεmax 

minc0
strong
max

minmax

dd

vdd

εφφε
εε

−=
−=



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 48 di 161 

 

2_c1_c φφ ≠

εxx 1

εxx 1   

εyy  1εyy  2

εyy  2

εxx 1   

εyy  1

 

Figura 2-6. Dipendenza del parametro di degrado φφφφc dallo stato biassiale del materiale 

 

A conclusione della presentazione dei parametri governanti la funzione di 

splitting, si illustrano alcuni aspetti di carattere più propriamente operativo.  

Il parametro di degrado legato alla trazione (φt) viene considerato come un 

effetto istantaneo di cui il materiale non tiene memoria, al contrario il 

parametro legato alla compressione (φc) viene considerato quale effetto 

permanente. Infatti una possibile rottura a trazione può essere considerata 

come un fenomeno circoscritto e strettamente relazionato all’orientazione 

della fessurazione. In altre parole, sulla giacitura della fessura, il materiale 

non è in grado di opporre alcuna resistenza a trazione, mentre è ancora 

capace di resistere per sollecitazioni opposte che chiudono la fessura 

(compressione). Quindi si può ritenere che i fenomeni fessurativi abbiano 

poca influenza sulla risposta per carichi di trazione/compressione altrimenti 

orientati. Diversamente accade in presenza di una rottura per compressione ( 

schiacciamento), la quale determina una perdita delle caratteristiche 

resistenti del materiale permanente e quindi non recuperabili, determinando 

un’impossibilità da parte del calcestruzzo di rispondere efficacemente a 

carichi successivi, qualunque sia la direzione ed il verso di applicazione. 

Tutto ciò si traduce nell’algoritmo facendo si che il parametro (φt) venga 

calcolato ed aggiornato ad ogni passo di carico, mentre (φc), anch’esso 

calcolato ad ogni passo di carico, venga aggiornato solo nel caso in cui risulti 

più penalizzante rispetto al valore archiviato nei passi precedenti. In questa 

maniera il modello risulta efficace anche in condizioni cicliche di carico.  



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 49 di 161 

 

In conclusione, si pone l’attenzione sul parametro φ0 della (2.21). Per una più 

immediata comprensione della questione si faccia riferimento al caso di 

compressione semplice, nel quale le direzioni principali coincidono una con 

l’asse normale (compressione) e l’altra con quello laterale (trazione).    

In regime elastico, in cui la deformazione di trazione è correlata a quella di 

compressione attraverso il modulo di Poisson (v), risulta φc = φt =1 e pertanto 

dalla (2.21) Φ =-φ0 , consegue quindi  (cfr. 2.14a): 

  min0
strong
max εφε −=  

Dunque porre φ0 =v, significa che tutta la deformazione laterale viene 

associata alla componente strong, annullando quindi la componete weak. Al 

contrario, porre φ0 <v, significa chiamare in causa entrambe le componenti; 

mentre per φ0 >v le due componenti della deformazione laterale presentano 

segno opposto. In campo non lineare, il valore φ0  risulta meno determinante 

in quanto lo splitting nelle due componenti viene governato dagli altri due 

parametri φc e φt. Pertanto la calibrazione di questo parametro viene effettuata 

principalmente attraverso prove di compressione semplice, cercando di 

ottenere una corretta risposta biassiale in regime elastico. Non è possibile 

indicare a priori un valore esatto di questo parametro, in quanto fortemente 

dipendente dalle leggi uniassiali definite sui micropiani. Tuttavia i migliori 

risultati, per i numerosi casi analizzati in questo lavoro, sono stati ottenuti 

ponendo il parametro di poco superiore al coefficiente di Poisson (φ0 = 1.1-

1.2v). Questa assunzione, come accennato poc’anzi, comporta che nella 

direzione principale di trazione in regime elastico si abbiano contributi 

opposti delle due componenti, con la deformazione strong di trazione e quella 

weak di compressione. In altre parole, tale accorgimento determina che 

lateralmente il materiale parta da uno stato di pre-compressione che lo rende 

in grado di opporre una resistenza di confinamento all’aumentare della 

deformazione laterale (di trazione). Infatti la sola resistenza diretta a trazione 

del calcestruzzo non sarebbe in grado di fornire un adeguato confinamento in 

una prova a schiacciamento diretta.  

Questa assunzione è tutt’altro che azzardata, anzi trova una seria e 

consistente giustificazione fenomenologica qualora si consideri l’analogia del 
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calcestruzzo con la muratura. Entrambi i materiali, infatti, sono composti da 

due elementi di caratteristiche fisico-meccaniche fortemente differenti: la 

malta e la pasta di cemento che rappresentano la parte weak ed il mattone e 

gli inerti che rappresentano invece la parte strong. Tests strumentati di 

schiacciamento di muretti di mattoni hanno messo in luce come i letti di 

malta risultino compressi in direzione laterale a causa del confinamento 

operato dai mattoni, d’altra parte tesi per l’effetto Poisson (Figura 2-7).   

 

 

εmin

εmax, stong = -φ0 εmin

εmax, weak = εmax-εmax, strong

εmax = -vεmin
 

Figura 2-7. Analogia con la muratura per i contributi opposti dei due componenti della 

deformazione in regime elastico. 

 

E’ fondamentale rimarcare come esista un’importante differenziazione circa la 

resistenza a trazione del calcestruzzo diretta e indiretta. La prima, valutabile 

ad esempio attraverso la prova brasiliana, è evidentemente soggetta alla 

localizzazione del danno, con conseguenze dirette in termini di fragilità di 

risposta. Mentre la resistenza a trazione indiretta, quale appunto quella che 

si può osservare nelle giaciture laterali durante una prova a schiacciamento, 

mostra contenuti energetici assolutamente più elevati. 

Il modello presentato dovendo possedere una completa versatilità, per poter 

essere utilizzato nelle più disparate situazioni, stati deformativi/tensionali 

puri (di compressione, di trazione e di taglio) o misti (taglio-trazione, taglio-

compressione ecc..), ha adottato a tal riguardo i sistemi sopra descritti che si 

rivelano di indubbia efficacia, come dimostrato attraverso gli esempi numerici 

riportati nel capitolo successivo. 
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CAPITOLO TERZO: 

TESTS NUMERICI SUL 
MODELLO MICROPLANE 

MODIFICATO 
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3.1 PROVA COMPRESSIONE MONOTONA 

La prima tipologia di simulazione numerica affrontata, riguarda la prova a 

compressione semplice, che rappresenta il primo e fondamentale test di 

valutazione per ogni modello analitico del calcestruzzo. 

I parametri fondamentali del materiale, utilizzati nel legame costitutivo di 

micropiano, sono riportati nella tabella seguente: 

Tabella 3-1. Parametri della legge uniassiale di micropiano   

Ec 25 000 MPa 

ν 0.2 

εcc -0.25% 
fcc -35.0 MPa 
εct 0.04% 
fct 3.0 MPa 

 

Si fornisce una storia di deformazioni assiali (εxx, crescente nell’ intervallo  0–

0.5%) e si specifica la condizione al contorno di tensione laterale nulla. 

L’algoritmo calcola la deformazione laterale (εyy) che soddisfa tale condizione 

attraverso un procedimento iterativo, partendo da una deformazione di 

tentativo e passando per il legame microplane (si rimanda al paragrafo 4.3, 

dove la trattazione viene approfondita): 

 

iterazioni:  (εxx ; εyy) → LC → (σxx ; σyy )    t.c.   σyy=0 

 

La risposta del modello in termini macroscopici è rappresentata in Figura 3-

1. La Figura 3-2 descrive l’andamento durante l’analisi dei parametri di 

degrado (che governano la suddivisione delle deformazioni nelle due 

componenti weak - strong), mentre le risposte dei micropiani sono mostrate 

in Figura 3-3 (nb. la combinazione tensionale delle due componenti contiene i 

coefficienti di integrazione Cweak e Cstrong). Infine viene rappresentata (Figura 

3-4) la risposta biassiale del materiale, riportando la variazione delle due 

deformazioni macroscopiche, (εxx e εyy) sull’asse delle ascisse, in funzione 

dello stato di compressione (σxx). Strettamente collegato al precedente, risulta 

il grafico di Figura 3-5, dove si rappresenta la variazione durante l’analisi del 
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rapporto tra la deformazione laterale e quella normale di compressione 

(modulo di Poisson apparente). 

Relativamente alla risposta in termini di σ-ε, il modello mostra un 

comportamento non lineare del materiale molto buono, il cui andamento 

risulta similare a quello della legge uniassiale di micropiano (Popovic, 1973). 

E’ importante notare come il valore della resistenza di picco ottenuta (fornita 

dall’integrazione dei contributi di micropiano) è molto prossima a quella 

imposta a livello di micropiano (σxx=-33.7MPa a livello macroscopico contro i 

sk=-35MPa a livello di micropiano). 

Prova a compressione 
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Figura 3-1. Risposta macroscopica del modello nella prova a compressione 
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Figura 3-2. Andamento delle funzioni di degrado (splitting) nella prova a compressione 
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Figura 3-3. Risposta dei micropiani nella prova a compressione 
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Risposta biassiale
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Figura 3-4. Risposta biassiale per la prova a compressione 
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Figura 3-5. Variazione del modulo di Poisson apparente nella prova a compressione 

 

A commento dei risultati rappresentati nelle immagini precedenti, si fa notare 

come la risposta (macroscopica) del modello risulti univocamente 

determinata dal comportamento a trazione del materiale. Si evidenzia infatti 
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come il tratto discendente della curva σ-ε di Figura 3-1 sia conseguenza del 

raggiungimento della massima trazione della componente weak (non lineare) 

nel micropiano orientato a 90° rispetto alla direzione di compressione 

(micropiano 3, Figura 3-3), che avviene appena superata la deformazione di 

εxx = -0.2%.  

Il modello, dunque, riproduce i più importanti aspetti del problema dello 

schiacciamento del calcestruzzo. Infatti, ponendo ancora l’attenzione sulle 

Figure 3-4 e 3-5, risulta evidente come l’effetto Poisson ottenuto rispecchi 

realisticamente il comportamento del materiale. Inizialmente, il coefficiente è 

pari al valore del calcestruzzo in campo elastico-lineare (v=0.2), 

successivamente cresce, in maniera sempre più rapida in fase di picco e 

post-picco (coefficiente di Poisson apparente), tendendo asintoticamente al 

valore unitario, tipico di un materiale completamente sfaldato (Van Mier, 

1986). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Riferimenti: 

Van Mier, J. G. M. 1986, “Multiaxial strain-softening of concrete. Part I: Fracture. Part II: 

Load histories”, Materials and Structures, 19(111), 179-200. 
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3.2 PROVA COMPRESSIONE CICLICA 

Il modello è in grado di affrontare più storie di deformazioni e di effettuare 

analisi cicliche, dal momento che le leggi di micropiano sono predisposte per 

tali condizioni (Mander et al., 1988).  

In Figura 3-6 è rappresentata la risposta macroscopica di una prova a 

compressione costituita da tre cicli. Nel primo, si raggiunge una 

deformazione assiale pari a εxx = -0.2%, nel secondo pari a εxx = -0.3% e nel 

terzo pari a εxx = -0.45%. 

I risultati ottenuti mostrano la stabilità del modello. 
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Figura 3-6. Risposta macroscopica nella prova a compressione ciclica  
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3.3 PROVA COMPRESSIONE CON CONFINAMENTO 

Dato che il modello considera tutte le componenti del piano, sia deformative 

che tensionali, è possibile apprezzare gli effetti del confinamento sulla 

resistenza a compressione. Il confinamento viene assimilato ad uno stato 

tensionale laterale imposto e mantenuto costante durate la prova. La Figura 

3-7 riporta i risultati di una prova a compressione per diversi livelli di 

confinamento, che testimoniano come il modello sia perfettamente in sintonia 

con il fenomeno fisico reale. La resistenza di picco del calcestruzzo risulta 

crescere all’aumentare del confinamento, insieme alla corrispondente  

deformazione. 
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Figura 3-7. Prova a compressione con confinamento 
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3.4 PROVA TRAZIONE 

Per concludere la serie di tests relativi al comportamento assiale del modello 

microplane modificato, si riportano i risultati di una prova a trazione diretta 

(Figura 3-8), corredata dall’evoluzione dei parametri di degrado del materiale 

(Figura 3-9). 
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Figura 3-8. Risposta macroscopica del modello nella prova a trazione  
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Figura 3-9. Andamento dei parametri di degrado (splitting) nella prova a trazione 
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3.5 PROVA TAGLIO PURO 

La seconda tipologia di tests numerici affronta l’aspetto del taglio. Il primo 

caso studiato vuole simulare una prova di taglio puro. I dati di input sono la 

storia di deformazione (εxy) e le condizioni al contorno (σxx = σyy = 0) che, 

analogamente al caso visto in precedenza, vengono trasformate in 

deformazioni attraverso un procedimento iterativo che raggiunga l’equilibrio 

ricercato.  

 

iterazioni:   (εxx εyy εxy) → LC → (σxx  σyy  τxy)    t.c.   σxx =σyy=0 

 

E’ sembrato interessante mettere a confronto le risposte di due materiali che 

si differenziano esclusivamente per la massima resistenza a trazione. 

Tabella 3-2. Parametri della legge uniassiale di micropiano   

  Tipo 1 Tipo 2 
Ec 25 000 MPa 25 000 MPa 

ν 0.2 0.2 

εcc -0.25% -0.25% 
fcc -35.0 MPa -35.0 MPa 
εct 0.04% 0.03% 
fct 3.0 MPa 2.0 MPa 
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Figura 3-10. Risposta macroscopica nella prova a taglio puro  



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 63 di 161 

 

La Figura 3-10 riporta la risposta macroscopica in termini di tensione- 

deformazione tangenziale (τxy - εxy). In maniera analoga al caso della prova di 

compressione, per rendere chiaro il comportamento ottenuto, si riportano in 

Figura 3-12 le deformazioni e le corrispondenti tensioni agenti a livello di 

micropiano relative al materiale tipo 1 (nb. la combinazione tensionale delle 

due componenti contiene i coefficienti di integrazione Cweak e Cstrong). L’analisi 

della risposta macroscopica dimostra che il meccanismo di rottura è di tipo 

fragile, con netto ed improvviso decadimento della tensione tangenziale 

resistente. Risulta evidente l’influenza sul comportamento macroscopico della 

resistenza a trazione del materiale, ma più in generale della legge nel suo 

complesso; si fa notare il contenuto energetico minore per il materiale tipo 2 e 

la deformazione di picco a trazione anticipata (Figura 3-11). Infatti, i 

parametri della legge uniassiale influenzano la suddivisione nelle due 

componenti della deformazione macroscopica (cfr. eq. 2.22) (Figura 3-11).  
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Figura 3-11. Legge uniassiale a trazione di micropiano ed evoluzione del parametro di 

danno a trazione durante l’analisi 

 

Si ponga dunque l’attenzione alla direzione principale di trazione (inclinata a 

45° rispetto all’asse x), che corrisponde alla giacitura del micropiano 2 

(Figura 3-12). Risulta evidente come il raggiungimento della massima 

resistenza di micropiano determini la massima risposta tensionale 

macroscopica. Successivamente, si osserva una repentina trasmigrazione 

sulla componente weak. Ciò determina una sempre crescente richiesta di 

deformazione di trazione su questa componente di micropiano. Tuttavia, le 
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deformazioni raggiunte nella giacitura a 45° si trovano ormai nel ramo 

discendente della legge non lineare di micropiano e pertanto il contributo 

tensionale in tale giacitura è decrescente; ciò determina uno scarico 

complessivo di tutti gli altri micropiani e quindi della risposta macroscopica. 

Risulta dunque chiara la diversità di comportamento in fase di post picco tra 

i due materiali, determinata dall’evoluzione della partizione delle 

deformazioni più graduale nel materiale maggiormente resistente a trazione. 
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Figura 3-12. Risposta sui micropiani prova a taglio (materiale tipo 2) 
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3.6 PROVA TAGLIO-COMPRESSIONE 

Relativamente alla prima tipologia di materiale, sono state condotte alcune 

analisi numeriche che prendono in considerazione l’influenza della 

compressione sulla risposta a taglio del modello.  

E’ importante sottolineare che questo genere di prova risulta la più 

interessante per la modellazione della trave a fibre in quanto, come verrà 

mostrato nei tests numerici sull’elemento, la risposta a taglio della trave 

risulta principalmente condizionata dalla risposta delle fibre compresse.  
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Figura 3-13. Influenza dello stato di compressione sulla resistenza a taglio del 

calcestruzzo 

Gli effetti della compressione sul taglio, come rappresentato in Figura 3-13, 

sono un incremento della resistenza e della deformazione ultima; di contro, la 

modalità di rottura assume un carattere sempre più fragile.  

Un ulteriore tipo di situazione, particolarmente importante ed interessante 

nell’ottica globale della risposta dell’elemento di trave, è rappresentato 

dall’influenza di una tensione laterale di compressione (effetto di 

confinamento). I risultati ottenuti e rappresentati in Figura 3-14 mostrano un 
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incremento in termini di resistenza e di deformazione ultima in presenza di 

confinamento.  
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Figura 3-14. Influenza della tensione di confinamento sulla resistenza a taglio del 

calcestruzzo 
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Figura 3-15. Influenza della tensione normale e di confinamento sull’evoluzione del 

parametro di degrado a trazione  

 

Entrambe le situazioni analizzate presentano la stessa radice comune, che 

giustifica il comportamento ottenuto. Infatti, sia la tensione laterale di 

confinamento che quella assiale di compressione, conducono ad uno stato 
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deformativo di partenza maggiormente di compressione (εV<0). Di 

conseguenza, il contributo della componente strong (elastica) di micropiano 

rimane maggiormente efficace durante l’analisi (si osservi l’evoluzione dei 

parametri di danno al crescere della deformazione di taglio, Figura 3-15), 

quindi è naturale che si riescano a sviluppare maggiori resistenze e 

deformazioni ultime.  

Nella Figura 3-16 si riporta l’andamento qualitativo delle resistenze ultime a 

taglio in funzione del livello di compressione a cui è sottoposto il materiale 

(dominio di rottura taglio-compressione). Le risultanze che il modello 

numerico offre sono assolutamente coerenti con il reale comportamento del 

calcestruzzo (Goode and Hemily, 1967). 
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Figura 3-16. Dominio di rottura a taglio-compressione  

 

 

 

Riferimenti: 

Goode, C. D., Helmy, M. A., 1967, “The strength of concrete under combined shear and 

direct stress”, Magazine of Concrete Resistence, 19(59), 105-112. 

 



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 69 di 161 

 

3.7 PROVA TAGLIO-TRAZIONE 

Come ultima casistica, si prende in considerazione la risposta a taglio in 

condizioni di tensioni normali di trazione.  

Prova 
Taglio - Trazione
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sigma_xx (MPa)= 0.0
sigma_yy (MPa)= 0.0

sigma_xx (MPa)= 1.0
sigma_yy (MPa)= 0.0

sigma_xx (MPa)= 1.0
sigma_yy (MPa)= -2.0

 
Figura 3-17. Risposta del modello in condizioni di taglio trazione  

 

In Figura 3-17 vengono riportate le curve di risposta del modello in condizioni 

di taglio puro, di taglio-trazione (considerando una trazione costante di 

1.0MPa) e di taglio-trazione con confinamento costante (pari a -2.0MPa).  

L’analisi dei risultati mette in evidenza, come d’altronde era prevedibile, che 

la trazione assiale provoca un decremento della resistenza a taglio sviluppata 

e contestualmente un anticipo della deformazione a rottura. Diversamente, la 

presenza del confinamento conduce ad una esperienza opposta. E’ 

importante sottolineare che, nel caso proposto, la tensione laterale di 

confinamento è superiore a quella assiale di trazione e pertanto lo stato 

deformativo di partenza risulta di compressione; quindi i risultati ottenuti in 

termini di resistenza e deformazione ultima sono superiori anche al caso di 

taglio puro, nel quale lo stato deformativo di partenza è neutro (εN=0). 
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3.8 CONSIDERAZIONI CONCLUSIVE SUI TESTS DEL MODELLO 

MICROPLANE MODIFICATO 

I risultati dei tests effettuati mostrano chiaramente come il modello dei 

micropiani modificato sia capace di rappresentare i più importanti fenomeni 

specifici del comportamento del calcestruzzo nel piano.  

Relativamente alla risposta a compressione, è stato evidenziato come 

l’ottenimento di curve sforzo-deformazione realistiche non siano frutto di una 

forzatura del comportamento del materiale nella direzione ortogonale a quella 

di carico (resistenze a trazione inverosimili del materiale). Il comportamento 

biassiale offerto dal modello è corretto e coglie realisticamente tutti gli effetti 

di dilatazione laterale connessi allo stato di schiacciamento del materiale. 

Il modello è capace di rappresentare l’influenza di uno stato di sollecitazione 

laterale, ponendosi nella condizione di poter simulare correttamente gli effetti 

del confinamento sulla risposta del calcestruzzo.  

Anche il comportamento per stati deformativi di trazione assiale viene 

simulato con buona approssimazione. 

Circa la risposta tagliante, il modello conduce a risultati molto interessanti. 

Esso coglie la fragilità del meccanismo, nonché la variabilità della resistenza 

con le condizioni al contorno (stato di trazione/compressione assiale, 

presenza di tensioni di confinamento laterale).  

Tutti i meccanismi di collasso del modello studiato, sia per schiacciamento 

che per taglio, sono determinati dalla resistenza e tenacità a trazione del 

calcestruzzo. Tale caratteristica del modello è assolutamente realistica e 

corretta in considerazione della natura fortemente eterogenea del 

calcestruzzo, che determina una risposta alle sollecitazioni esterne 

decisamente asimmetrica, per cui ogni criticità è riconducibile alla scarsa 

resistenza a trazione del materiale.  
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CAPITOLO QUARTO: 

LA TRAVE A FIBRE 2D CON 
INTERAZIONE M-N-V 
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L’elemento di trave a fibre non lineare presenta ormai una storia più che 

consolidata. Le sue origini si possono far risalire agli anni ‘70-‘80 del secolo 

scorso (Solemani et al., 1979), (Meyer at al., 1983), (Darvall and Mendis, 

1985). In quel periodo, che coincide con lo sviluppo dei personal computers, 

due erano gli indirizzi di ricerca per gli elementi in calcestruzzo in campo non 

lineare:  

 

- gli elementi non lineari a plasticità concentrata;  

- gli elementi a plasticità diffusa. 

 

Lo sviluppo di elementi finiti a plasticità concentrata fu più rapido di quelli a 

plasticità diffusa, non solo perché mosse i primi passi con alcuni anni di 

anticipo, ma perché favorito dalla struttura più semplice ed intuitiva di 

questi approcci che si traduceva in oneri computazionali ridotti (a quei tempi 

aspetto non trascurabile). Lo studio non lineare delle strutture avveniva 

utilizzando elementi elastici messi in serie con tali elementi non lineari, 

generalmente caratterizzati da un unico grado di libertà (Takeda et al., 1970) 

(Takizawa, 1976). Successivamente, in questo filone di ricerca, si sono evoluti 

altri modelli più sofisticati, alcuni contenenti gli effetti del degrado per taglio 

e flessione in condizioni cicliche (Brancaleoni et al.,1984), altri l’interazione 

sforzo assiale e flessione nello spazio (Lai et al., 1984). Tuttavia tale filone di 

ricerca, che ha vissuto il suo apice in termini di popolarità e diffusione, 

almeno qui in Italia, negli anni appena successivi all’introduzione della nuova 

norma sismica (OPCM. 3274/2003), oggi appare molto ridimensionato di 

fronte ai progressi compiuti dai modelli a non linearità diffusa. 

Questi ultimi forniscono una descrizione del comportamento degli elementi in 

cemento armato estremamente più accurata ed oggi non vengono più 

considerati dei mezzi di avanguardia, bensì degli strumenti affidabili e pratici 

nel campo della progettazione sismica delle strutture in cemento armato. 

Gli elementi a plasticità diffusa possono contenere dei legami costitutivi non 

lineari a livello di sezione, cioè in termini di caratteristiche di sollecitazioni (N, 

M, V,) e deformazioni (ε, χ, γ), oppure più frequentemente la non linearità 
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viene introdotta attraverso una discretizzazione della sezione in fibre, che 

sono caratterizzate da leggi non lineari esplicite (σ-ε).  

Agli inizi, tali modelli erano molto semplici e poco efficaci, addirittura non 

consideravano l’interazione N-M (Soleimani et al., 1979), (Meyer at al 1983), 

ma rapidamente si evolsero. Si ricordano tra i primi, il modello proposto in 

(Roufaiel and Meyer 1987), che conteneva gli effetti del taglio e dello sforzo 

assiale sulla risposta flessionale dell’elemento e quello di (Filippou and Issa, 

1988), in cui l’elemento veniva diviso in sottoelementi collegati in serie, 

ciascuno dei quali descriveva la non linearità del singolo effetto. 

I primi elementi a non linearità diffusa venivano risolti con la classica 

strategia di soluzione in rigidezza, come era naturale, dato che 

rappresentavano un’evoluzione della trave elastica. Pertanto, venivano 

utilizzate delle funzioni polinomiali (Hermetiane) per approssimare il campo 

delle deformazioni di elemento (Hellesland and Scordelis, 1981). I maggiori 

progressi sono stati, però, ottenuti con una diversa strategia di soluzione, 

basata su approcci in equilibrio (o flessibilità). Questi sono caratterizzati dal 

fatto di non utilizzare prestabilite distribuzioni di deformazioni lungo 

l’elemento (funzioni di forma), che, seppur complesse, risultano comunque 

un’approssimazione mai esatta. Diversamente gli approcci in equilibrio si 

fondano sul fatto che, per date forze nodali, la distribuzione delle 

sollecitazioni lungo la trave è nota (le funzioni di forma delle sollecitazioni 

sono perciò esatte).  

Questo tipo di approccio risulta però limitato dalla sua difficoltosa 

implementazione nei programmi agli elementi finiti. Infatti, generalmente i 

programmi esistenti sono basati su metodi di soluzioni in rigidezza, in cui le 

forze nodali rappresentano l’incognita e gli spostamenti il dato di partenza. 

Le prime applicazioni del metodo non riscossero successo proprio perché non 

si riuscì a fornire una chiara e stabile procedura per la loro implementazione 

in un programma generale agli elementi finiti (Zeris and Mahin, 1988), o non 

convinsero perché utilizzavano solo parzialmente questa strategia (Menegotto 

and Pinto, 1977). Una definitiva e decisiva soluzione a tali inconvenienti 

venne individuata da (Ciampi and Calresimo, 1986) che si concretizzava in 

un procedimento iterativo capace di mantenere in equilibrio l’elemento e 
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convergere verso uno stato che soddisfaceva le relazioni costitutive di sezione. 

Questa strada, aperta nel lavoro citato, è stata percorsa da numerosi 

ricercatori che l’hanno resa sempre più chiara ed efficace (Spacone et al., 

1996), (Petrangeli and Ciampi 1997), dimostrandone la netta supremazia 

rispetto ad altre strategie di soluzione e permettendo così una diffusione 

sempre maggiore dell’elemento formulato in equilibrio. 

Una trattazione completa ed approfondita di questo argomento esula dagli 

obiettivi di questo lavoro. Tuttavia, si è ritenuto opportuno presentare nelle 

pagine seguenti la procedura (comunemente definita come state 

determination), prediligendo l’aspetto operativo piuttosto che quello teorico, 

per il quale si rimanda alla bibliografia già citata.  

 

Ritornando all’argomento principale del lavoro, si fa notare come, per gli 

elementi in cemento armato, il problema dell’interazione degli effetti taglianti 

con quelli assiali e viceversa, rappresenti una tematica tutt’altro che esausta. 

Essa ha goduto ieri e gode oggi di un notevole interesse scientifico. Infatti, nel 

campo della modellazione di elementi finiti uni-dimensionali, la trave con 

taglio rappresenta l’unico argomento ancora degno di attenzione, in quanto 

gli elementi a fibre classici risultano ormai definiti negli aspetti principali e la 

ricerca si può occupare solamente di tematiche di contorno che ne possano 

arricchirne il campo di applicazione (quali ad esempio i fenomeni di 

sfilamento-scorrimento delle armature). 

 

Dalla letteratura si possono individuare almeno tre diversi approcci alla 

problematica della trave con taglio in campo non lineare:  

 

- i modelli che utilizzano schemi di tirante puntone (Gaudes et al. 1994, 

1997), (Martinelli, 1998), (Ranzo and Petrangeli, 1998); 

- i modelli che utilizzano legami di fibra di tipo microplane (Petrangeli et 

al., 1999); 

- i modelli che utilizzano legami di fibra MCTF o smeared crack (Vecchio 

e Collins, 1988), (Gregori et al. 2007), (Ceresa et al. 2009). 
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Una panoramica sulle diverse strategie di approccio al tema si può trovare in 

(Ceresa et al., 2007), mentre per una più approfondita trattazione delle 

singole soluzioni si rimanda alla bibliografia indicata. 

 

Nelle pagine che seguiranno, viene presentato nel dettaglio l’algoritmo della 

trave di (Petrangeli et al., 1999) e quello di (Ranzo, 2000). Quest’ultimo, 

utilizzando la stessa architettura di elemento del precedente, propone un 

modello di sezione (noto con la denominazione dual section) che si basa su un 

approccio statico per la ricerca del campo delle deformazioni taglianti sulla 

sezione, teorizzato per la prima volta in (Vecchio and Collins, 1988). Questo 

approccio risulta più corretto dal punto di vista teorico del precedente, che 

invece si serve di funzioni prestabilite per definire la distribuzione delle 

deformazioni di taglio sulla sezione (adotta cioé un appriccio cinematico). 

I due modelli vengono quindi presentati in maniera sequenziale, permettendo 

così di cogliere le differenze sia in termini teorici che procedurali 

dell’algoritmo stesso, rimandando al capitolo successivo, che racchiude le 

esperienza numeriche sull’elemento, per un confronto in termini 

prestazionali. 
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4.1 L’ ELEMENTO: DEFINIZIONI 

La trave è caratterizzata da tre livelli annidati: 

i. Elemento 

ii. Sezione 

iii. Fibra 

x

y

z

j
l

i

sezioni

elemento

fibre cls

y

z

fibre acciaio

 
Figura 4-1. Definizione di elemento di trave 2D 

 

A livello di fibra sono contenute le leggi costitutive del materiale (acciaio e 

calcestruzzo). La sezione rappresenta il campo di integrazione delle risposte 

delle fibre, attraverso cui si ottengono le caratteristiche di sollecitazione 

(M,N,V). L’integrazione delle risposte di sezione conduce alla definizione delle 

forze nodali, che rappresentano il punto di arrivo dell’elemento di trave, a 

partire da spostamenti nodali imposti (state determination). 

i j

ri

rj ε

 
Figura 4-2. Configurazione isostatica principale della trave 2D e sua cinematica 
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Considerando la condizione isostatica della trave nel piano (depurata dai 

moti rigidi), le grandezze da considerare per l’elemento, a livello di 

deformazioni, sono l’accorciamento/allungamento della trave e le sue due 

rotazioni agli estremi. Il vettore che racchiude tali grandezze è definito vettore 

delle deformazioni di elemento: 

  
T

ji
e )r;r;(Q ε=         (4.1) 

Mentre le forze nodali corrispondenti sono racchiuse nel vettore: 

  
T

ji
e )M;M;N(P =        (4.2) 

A livello di sezione, invece, si definiscono le seguenti grandezze generalizzate: 

la deformazione assiale, ε, la curvatura, ϕ, e la deformazione tagliante, γ. Esse 

sono racchiuse nel vettore delle deformazioni generalizzate: 

  
T))x();x(;()x(q γϕε=       (4.3) 

A cui corrisponde il vettore delle sollecitazioni generalizzate di sezione: 

  
T))x(V);x(M);x(N()x(p =      (4.4) 

dove x  sta ad individuare la posizione della sezione lungo la trave . 

 

Esiste una correlazione esatta tra il vettore delle forze nodali e quello delle 

sollecitazione di sezione: 

  
eP)x(b)x(p ⋅=         (4.5) 

dove b(x) è una matrice che racchiude le funzioni di forma della distribuzione 

delle sollecitazioni lungo l’elemento, chiamate anche integrali di equilibrio, in 

quanto si basano esclusivamente su condizioni di equilibrio della trave. 

Infatti, dati i due momenti alle estremità della trave e la forza agente lungo 

l’asse, la distribuzione delle caratteristiche di sollecitazione sull’elemento è 

determinata dalla statica della trave, indipendentemente dal fatto che si operi 

in campo lineare o non lineare (Figura 4-3). 
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Figura 4-3. Andamento delle sollecitazioni all’interno dell’elemento 

Pertanto per la generica sezione x, con l lunghezza della trave, valgono le 

seguenti relazioni: 
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Quindi i termini della matrice b(x) risultano i seguenti: 
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001

)x(b        (4.7) 

La correlazione tra il campo delle deformazioni nodali e delle deformazioni 

generalizzate di sezione si ricava applicando il PLV:  

∫∫∫ ===⋅
l

Te

l

eT

l

TeeT dl)x(b)x(qPdlP)x(b)x(qdl)x(p)x(qPQ δδδδ  
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pertanto: 

  ∫=
l

Te dl)x(q)x(bQ        (4.8) 

Per il momento è sufficiente sapere che la relazione che lega la sollecitazione 

di sezione alle deformazioni generalizzate viene espressa in forma esplicita 

grazie ai legami di fibra, a loro volta espliciti: 

  ))x(q(p)x(p =         (4.9) 

Mentre il processo inverso si può esprimere solo in forma incrementale 

tramite: 

  )x(dp)x(f)x(dq ⋅=        (4.10) 

dove f(x) è la matrice inversa di quella di rigidezza, denominata matrice di 

flessibilità di sezione. 

 

I termini definiti in queste pagine sono tutto ciò che occorre per analizzare e 

risolvere il problema della trave (state determination) con l’approccio in 

equilibrio (o flessibilità), che rappresenta l’argomento del prossimo paragrafo. 
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4.2 LO “STATE DETERMINATION” DI ELEMENTO 

Con la definizione “state determination” si suole indicare la soluzione al 

problema della ricerca delle forze nodali di elemento per spostamenti imposti. 

Tale problematica non esiste in campo lineare, in quanto la soluzione è 

immediatamente raggiunta attraverso l’inversione della matrice di rigidezza di 

elemento, che risulta costante ed univocamente determinata dalle proprietà 

geometriche ed elastiche della trave In campo non lineare, adottando una 

strategia in rigidezza, la procedura risulta abbastanza diretta e snella, ma 

purtroppo non soddisfacente a causa delle ipotesi di partenza approssimate, 

come accennato all’inizio del capitolo (l’utilizzo di funzioni di forma delle 

deformazioni lungo la trave). Pertanto la via più efficace da percorrere risulta 

quella individuata dall’approccio in equilibrio (flessibilità).  

Il contenuto delle pagine seguenti riporta una procedura risolutiva basata sul 

lavoro di (Petrangeli and Ciampi, 1997) e parzialmente rivisitata, ma che non 

si discosta molto da altre trattazioni sul tema (Spacone et al., 1996). Come 

già premesso, non essendo questo l’argomento principe della ricerca 

sviluppata, la trattazione sarà improntata sull’operatività più che sugli 

aspetti teorici. 

 

Pt.0 

Dato un incremento finito di spostamenti di elemento ∆Qe, si impone una 

distribuzione di deformazioni lungo l’elemento che non violino le condizioni al 

contorno: 

  
e

0 Q)x(a)x(q ∆∆ ⋅=  

con a(x) vettore delle funzioni di forma delle deformazioni generalizzate; 

affinché siano soddisfatte le condizioni al contorno in base alla (4.8) deve 

risultare che : 

  Idx)x(a)x(b
l

T =∫   
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Le funzioni di forma più efficaci sono quelle che si possono ottenere 

utilizzando le matrici di flessibilità tangenti di sezione.  

  
1F)x(f)x(b)x(a −⋅⋅=       (4.11) 

con F-1 matrice di flessibilità dell’elemento. 

Se le matrici di sezione sono tutte uguali, ovvero costanti, si ottengono le 

classiche funzioni cubiche della trave elastica. 

 

Pt.1 

A tali deformazioni di sezione, attraverso la legge costitutiva (4.9) vengono 

associate delle forze generalizzate: 

  ( ))x(qp)x(p 00 ∆∆∆ =  

tuttavia tale campo non risulta in generale in equilibrio con le forze nodali 

(essendo frutto di un campo di deformazioni di tentativo), le quali ancora non 

sono note, pertanto, si innesca una procedura iterativa, come mostrato nelle 

prossime righe. 

Sia: 

  
e

11 P)x(b)x(p ∆∆ ⋅=  

dove ∆P1
e  rappresentano le forze nodali all’iterazione successiva ancora 

sconosciute. 

 

Pt.2 

Si opera allora un confronto tra il precedente campo di sollecitazione 

generalizzato e l’attuale: 

  )x(p)x(p)x(rp 011 ∆∆ −=  

il quale viene ricondotto in termini di deformazioni generalizzate di sezione 

mediante la (4.10): 

  )x(rp)x(f)x(rq 11 ⋅=   
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Tale residuo sta a significare che il campo di deformazioni assunto lungo 

l’elemento, ∆q0, non è esatto, ma necessita di una correzione. Per correggere 

il campo iniziale, si intraprende una procedura iterativa: 

  )x(rq)x(q)x(q 101 += ∆∆  

Dunque si ritorna al pt.1 e si ripercorre la procedura fino ad individuare un 

livello di residuo accettabile. 

 

Allora, all’i-esima iterazione è possibile scrivere la seguente relazione: 

  ∑+=
i

i0i )x(rq)x(q)x(q ∆∆       (4.12) 

Pertanto il campo delle deformazioni “corretto” è dato da una soluzione 

particolare, ∆q0 , più una serie di funzioni omogenee, ossia che rispettano le 

condizioni al contorno: 

  ∫ =⋅
l

i
T 0dx)x(rq)x(b        (4.13) 

Ciò mette in evidenza come la soluzione particolare non sia determinante per 

il raggiungimento della convergenza (partendo da una soluzione particolare 

più “lontana” da quella esatta saranno necessarie più iterazioni, ma la 

convergenza risulta raggiunta ugualmente), contrariamente a quanto avviene 

nei metodi in rigidezza, dove partire da una distribuzione non corretta delle 

deformazioni di elemento pregiudica il risultato finale. 

 

L’individuazione delle forze nodali all’i-esima iterazione (l’anello mancante per 

eseguire correttamente il pt.1) avviene sviluppando la (4.13) infatti: 
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quindi 

  ∫ −
− ⋅⋅=

l
1i

T1e
i dx)x(p)x(f)x(bFP ∆∆     (4.14) 

dove F , che rappresenta la matrice di flessibilità di elemento, è: 

  ∫ ⋅⋅=
l

T dx)x(b)x(f)x(bF       (4.15) 

La (4.14) mostra come al passo i-esimo le sollecitazioni nodali (incremento) 

siano una media integrale del campo di sollecitazioni dell’iterazione 

precedente. 

 

Mentre il campo di deformazioni generalizzate all’i-esima iterazione può 

essere rappresentato anche nella seguente forma: 

  ( )( ))x(qp)x(p)x(f)x(q)x(q 1ii1ii −− −+= ∆∆∆∆∆   (4.16) 

che indica come esso dipenda dal campo raggiunto all’iterazione precedente 

più una correzione che dipende dal residuo delle sollecitazioni generalizzate.    

 

Il ciclo iterativo può considerarsi terminato (raggiungimento della 

convergenza) quando il residuo valutato integralmente sull’elemento in 

termini energetici (tale impostazione risulta più corretta rispetto ad una 

valutazione dei residui locali di sezione, rpi), è inferiore alla tolleranza 

ritenuta accettabile: 
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  lim
l

i
T
i Edxrp)x(frp ≤⋅⋅∫       (4.17) 

Si segnala inoltre che, nei termini che individuano le matrici di flessibilità di 

elemento e di sezione ( F , f(x) ) non è stato volutamente inserito il pedice i di 

iterazione, in quanto la natura fortemente pach-dependent dei legami 

costitutivi dei materiali, non rende conveniente aggiornare queste matrici 

all’interno dell’iterazione (matrici tangenti). Infatti, non è così improbabile che 

si verifichino, all’interno del ciclo iterativo, delle situazioni anomale con 

errate richieste di deformazioni sulle fibre che condurrebbero a riformulazioni 

delle matrici non corrette, destabilizzando il procedimento iterativo e 

compromettendo la convergenza. Al contrario, usando la flessibilità elastica 

iniziale (oppure secante), sempre costante all’interno del ciclo iterativo, le 

eventuali iterazioni anomale rimangono casi isolati che non si ripercuotono 

sul buon esito della procedura.  

Per concludere, si evidenzia che l’algoritmo utilizzato per la trave a fibre con 

taglio, lavora con i vettori totali e non incrementali. Infatti, tutte le relazioni 

indicate precedentemente risultano ugualmente valide ed il procedimento si 

mostra più vantaggioso, sia perché i residui tra un passo di carico ed il 

successivo (inferiori alla tolleranza, altrimenti non si avrebbe la convergenza 

e la possibilità di passare al passo seguente) vengono ereditati al nuovo 

passo, sia perché per il legame costitutivo di fibra risulta più conveniente 

lavorare con deformazioni totali. 

Una descrizione visiva del procedimento della state determination è riportato 

nelle Figura 4-4. 
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Figura 4-4. State determination di elemento secondo l’approccio in equilibrio, n indice 

di passo, i di iterazione 
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4.3 IL MODELLO DI SEZIONE CLASSICO 

Come precedentemente accennato, la sezione rappresenta l’entità intermedia 

tra la trave e le fibre. In essa si sintetizza (integra) le risposte delle fibre per 

formare le sollecitazioni generalizzate (M,N,V).  

La formulazione degli algoritmi di sezione della trave con interazione 

completa delle tre caratteristiche di sollecitazione (momento, forza assiale e 

taglio), si fonda sulle stesse basi della trave a fibre senza taglio, la cui 

bibliografia è molto vasta; si ricordano in particolare i lavori di (Spacone et al, 

1996), (Petrangeli, 1996). Tuttavia la trave a fibre con taglio assume il 

carattere di unicità in quanto introduce un’ulteriore dimensione, quella 

laterale, oltre a quella longitudinale da cui vengono derivate la deformazione 

assiale e la curvatura di sezione, comuni con la trave senza taglio. 

 

A questo punto è necessario approfondire quanto riportato nel paragrafo 4.1, 

circa le grandezze e le definizioni delle fibre atraverso cui viene discretizzata 

la sezione della trave. 

Si distinguono due tipologie di fibre: quelle di acciaio e quelle di calcestruzzo. 

La fibra di acciaio ha un comportamento esclusivamente uniassiale (lungo 

l’asse della trave) e ad essa è associato il legame costitutivo introdotto nel 

paragrafo 1.1: 

  )(f s
xx

s
xx εσ =  

Mentre alla fibra di calcestruzzo è associato un legame costitutivo piano (il 

modello microplane modificato affrontato nel paragrafo 2.2), ora qui espresso 

per semplicità come: 

  )(H cc εσ =  

con 

  
Tc

xy
c
yy

c
xx

c

Tc
xy

c
yy

c
xx

c

);;(

);;(

εεεε

σσσσ

=

=
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Ciascuna fibra è caratterizzata da un’area, A, ed da una posizione, y, rispetto 

al riferimento locale, che per comodità può essere assunto quale baricentrico 

rispetto alla sezione.  

In questa trattazione la sezione è considerata costante lungo la trave e 

pertanto non risulta necessario indicare la dipendenza delle caratteristiche di 

fibra rispetto a questa: 

  
s

j,xx
s

j,xx A)x(A =   
s
j

s
j y)x(y =   j =1....nfs  

  
c

k,xx
c

k,xx A)x(A =   
c
k

c
k y)x(y =   k =1....nfc   

dove l’apice s/c indica il tipo di fibra (s=steel, c=concrete), mentre il pedice k/j 

indica il numero identificativo della fibra.  

Inoltre, come accennato poco sopra, viene associata un’area in direzione 

trasversale, y , alle fibre di calcestruzzo: 

  
c

k,yy
c

k,yy A)x(A =    k =1....nfc 

ed un quantitativo di armatura (staffe): 

  
s

k,yy
s

k,yy A)x(A =   k =1....nfc 

dx

Ayy,k
s

c
Ayy,k

B

x
y

dx

z

x

z

s
Ayy,k

Ayy,k
c

B

 
Figura 4-5. Definizione delle aree laterali (yy) 
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Si evidenzia che il pedice (k =1....nfc) rimane invariato rispetto alla fibra di 

calcestruzzo, in quanto ogni proprietà nella direzione laterale è sempre 

riferita alla fibra di calcestruzzo. 

 

L’algoritmo di sezione, come naturale, segue lo stesso flusso dell’elemento: da 

deformazioni assegnate si devono associare delle sollecitazioni generalizzate 

di sezione (si parla appunto anche di state determination di sezione). E’ 

importante sottolineare che, mentre per l’elemento le deformazioni nodali 

sono il dato di input invariabile che definisce il passo di carico, quelle di 

sezione non lo sono, ma variano all’interno dello stesso passo di carico nelle 

iterazioni di elemento volte a soddisfare l’equilibrio della trave, come visto nel 

paragrafo precedente della state determination. 

 

Nel primo passaggio, l’algoritmo di sezione individua le deformazioni di fibra 

dal campo di deformazione di sezione, (4.3), che per facilitare la 

comprensione viene riscritto di seguito: 

  
T))x();x(;()x(q γϕε=      

Per quanto riguarda la deformazione normale/assiale di fibra, l’ipotesi di 

sezioni piane consente di scrivere le seguenti relazioni, valide sia per le fibre 

di calcestruzzo che di acciaio: 

  
c
k

c
k,xx y)x()x( ⋅−= ϕεε    k =1....nfc   (4.18a) 

  
s
j

s
j,xx y)x()x( ⋅−= ϕεε    j =1....nfs   (4.18b) 

Mentre per quanto riguarda la deformazione tagliante di fibra 

(esclusivamente relativa al calcestruzzo), si adotta un approccio cinematico: 

  )y,x(g)x()x(c
k,xy ⋅= γε   k =1....nfc   (4.19) 

dove g(x,y) è una funzione prestabilita che determina l’andamento delle 

deformazioni taglianti lungo la sezione (nel caso di sezioni costanti lungo la 

trave, si perde la dipendenza dalla sezione, g(x,y)=g(y) ).  
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Una comune funzione di forma utilizzabile è quella parabolica (mutuata dalla 

teoria elastica di Jouwraski) che in caso sezioni rettangolari assume la 

seguente forma, con H che rappresenta l’altezza della sezione: 

  














−=
H5.0

y
1

2

3
)y(g

c
k

   k =1....nfc   

Infine, la deformazione laterale (εyy) viene ricavata introducendo 

un’imposizione statica, sfruttando il rispetto dell’ equilibrio in questa 

direzione tra il contributo del calcestruzzo e quello delle staffe:   

  0A)x(A)x( s
k,yy

s
k,yy

c
k,yy

c
k,yy =+σσ  k =1....nfc   (4.20) 

dove σs
yy,k è la tensione che sviluppano le armature trasversali (staffe) 

associate alla k-esima fibra di calcestruzzo.  

Sebbene una definizione dell’effetto in termini tensionali dell’armatura 

trasversale non possa considerarsi un dato incontrovertibile (a differenza ad 

esempio di quello delle barre longitudinali), in quanto è sicuramente 

influenzato da molteplici fattori costruttivi, quali ad esempio: tipo di 

armatura presente (staffe/uncini), tipo di ancoraggio (sovrapposizione o 

piegatura finale delle staffe), è stato assunto un legame σ-ε bi-lineare, 

determinato dal modulo elastico, dalla tensione massima e dal limite in 

deformazione dell’acciaio: 

  ( ))x(f)x( s
k,yy

s
k,yy εσ =     k =1....nfc   (4.21) 

Assumendo l’ipotesi di perfetta aderenza tra calcestruzzo ed armatura 

trasversale risulta: 

  )x()x( s
k,yy

c
k,yy εε =     k =1....nfc   (4.22) 

Introducendo tale deformazione nel legame dell’acciaio (4.21) ed ipotizzando 

di trovarsi nel ramo elastico lineare, la (4.20) diventa: 

  0AEA s
k,yy

c
k,yy

sc
k,yy

c
k,yy =+ εσ   k =1....nfc  
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avendo eliminato la dipendenza della sezione, (x), per semplificare la 

notazione.  

Considerato che la tensione laterale del calcestruzzo può essere espressa in 

funzione della matrice che correla il tensore degli sforzi a quello delle 

deformazioni macroscopiche, εσ D= , (2.17): 

  0DDD c
k,xy23

c
k,yy22

c
k,xx21

c
k,yy =++= εεεσ   k =1....nfc  

l’espressione che determina la deformazione laterale di fibra è dunque: 

  
( )

c
k,yy22

s
k,yy

s

c
k,xy23

c
k,xx21

c
k,yyc

k,yy ADAE

DDA

+
+

−=
εε

ε    k =1....nfc (4.23) 

L’algoritmo utilizza la matrice di rigidezza elastica D del calcestruzzo (molto 

più diretta da calcolare). Questa soluzione risulta accettabile in quanto la 

deformazione laterale di fibra viene ottenuta in maniera incrementale a 

partire da quella archiviata nel passo di carico precedente (n-1), così come 

espresso dalla seguente formula: 
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  k =1....nfc  

E’ importante osservare che il soddisfacimento dell’equilibrio laterale (4.20) 

necessita di un procedimento iterativo (iterazioni di fibra): 

...rr
A

v1

E
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c
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            (4.24) 
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Dove i termini rεc
yy,k,i rappresentano le correzioni, per ciascuna iterazione di 

fibra, della deformazione laterale derivanti dal non soddisfacimento 

dell’equilibrio della (4.20): 

  

c
k,yy2

c
c

k,yy
s

s
k,yy

s
1i,k,yy

c
k,yy

c
1i,k,yyc

i,k,yy

A
v1

E
AE

AA
r

−
+

+
−= −− σσ

ε  

Dunque, attraverso le (4.18) (4.19) (4.24), sono note tutte le deformazioni di 

fibra ed è quindi possibile utilizzare i legami costitutivi ed ottenere così le 

risposte tensionali delle fibre di calcestruzzo e di acciaio: 

  
Tc

k,xy
c

k,yy
c

k,xx ))x();x();x(( τσσ   k=1...nfc 

  )x(s
j,xxσ       j=1...nfs 

Infine, si opera un’integrazione dei contributi di fibra sulla sezione per 

ottenere il vettore delle sollecitazioni generalizzate, p(x), corrispondenti al 

campo di deformazione di input, q(x).  

Tale operazione, data la discretizzazione finita della sezione in fibre, viene 

eseguita attraverso una sommatoria: 

  
s

j,xx

nfs

1j

s
j,xx

c
k,xx

nfc

1k

c
k,xx A)x(A)x()x(N ∑∑

==
+= σσ     (4.25) 

  
s
j

s
j,xx

nfs

1j

s
j,xx

c
k

c
k,xx

nfc

1k

c
k,xx yA)x(yA)x()x(M ∑∑

==
+= σσ    (4.26) 

  
sc

k,xx

nfc

1k

c
k,xy VA)x()x(V += ∑

=
τ       (4.27) 

Si osserva che nella (4.27) la sollecitazione di taglio della sezione si compone 

di due contributi, il primo è esclusivamente legato alle fibre di calcestruzzo, 

mentre il secondo termine (Vs) è legato al contributo che le armature 

longitudinali possono offrire alla resistenza a taglio. Infatti è appurato come 

esse possano incrementare la resistenza al collasso, mediante il fenomeno 

noto anche come effetto spinotto. Tuttavia questo comportamento non è 



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 92 di 161 

 

ancora ben definito, non tanto per l’aspetto relativo alla quantificazione 

dell’effetto, per il quale già in (Model Code 90, 1993) è presenta una 

formulazione analitica, ma quanto per la sua evoluzione al variare dello stato 

deformativo (legge costitutiva). Il fenomeno, infatti, risulta dipendente da 

numerose variabili, tra cui: l’aderenza acciaio-calcestruzzo, lo stato 

tensionale della barra nonché gli eventuali effetti locali, quali l’instabilità 

delle barre ed la perdita del copriferro. 

A tal riguardo, il lavoro effettuato fino ad ora non è tale da poter proporre 

una modellazione attendibile di tale aspetto, pur avendo gia predisposto 

diversi approcci che correlano l’effetto spinotto alla deformazione tagliante di 

sezione, γ(x). Un approfondimento del tema potrà rappresentare senz’altro un 

naturale sviluppo della ricerca qui presentata.   

In conseguenza di quanto sopra, negli esempi numerici proposti al capitolo 

successivo, tale contributo verrà ignorato (Vs=0). 

  

 

Nella pagina seguente si riporta il diagramma di flusso della state 

determination della trave con taglio, come è stata descritta nelle pagine 

precedenti. 
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Figura 4-6. Diagramma di flusso della state determination di elemento di trave con 

taglio 
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A conclusione del paragrafo, si esplicitano i passaggi per assemblare la 

matrice di rigidezza di sezione, k(x), a partire da quella delle fibre.  

 

La matrice di rigidezza di fibra del calcestruzzo (D) di dimensione 3x3 viene 

ricondotta per comodità ad una matrice 2x2, contenente solo la rigidezza 

assiale e quella di taglio di fibra. 

  







=

*
VV

*
VA

*
AV

*
AA*

DD

DD
D        (4.28) 

Tale matrice viene ricavata a partire dalla relazione generale εσ D= . 

La prima colonna si ottiene imponendo una deformazione di fibra assiale 

unitaria e tagliante nulla: 

  ;1c
xx =ε  0c

xy =ε  

  
c
yy1211

*
AA DDD ε+=  

  
c
yyVA DDD ε3231

* +=  

tuttavia dalla (4.23) risulta che : 

  ( )c
k,xy23

c
xx21

c
yy DD εεαε +−=  

avendo adottato la seguente semplificazione (si fa notare che per semplicità 

sono stati omessi gli indici k di fibra): 

  
c
yy22

s
yy

s

c
yy

ADAE

A

+
=α  

pertanto (poiché D12 = D21, D13 = D31, D23 = D32), si ha: 

  
2

1211
*
AA DDD α−=        (4.29a) 

  231213
*
VA DDDD α−=        (4.29b) 
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Viceversa, imponendo una deformazione di fibra assiale nulla ed una 

tagliante unitaria, si ricava la seconda colonna della matrice: 

  0c
xx =ε     1c

xy =ε  

  13
c
yy12

*
AV DDD += ε  

  33
c
yy32

*
VV DDD += ε  

quindi: 

  132312
* DDDDVA +−= α        (4.29c) 

  33
2

23
* DDDVV +−= α        (4.29d) 

Pertanto la matrice 2x2 risulta simmetrica, come naturale.  

 

Dunque, la matrice di rigidezza della sezione 3x3, k(x), viene ottenuta 

analogamente, come sommatoria dei contributi di rigidezza delle fibre che la 

compongono. 

Si consideri la relazione generale di sezione : 

  )x(q)x(k)x(p =  

e ricordando la composizione dei vettori q(x) e p(x) (4.3 e 4.4), si definisce, con 

ovvio significato degli indici, la matrice di rigidezza della sezione: 

  

















=

VVVMVN

MVMMMN

NVNMNN

kkk

kkk

kkk

)x(k       (4.30) 

La prima colonna della matrice si ottiene imponendo: 

)0;0;1()x(q =  

considerate le (4.25), (4.26), (4.27) e le (4.18a,b): 
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s

j,xx

nfs

1j

s
j

c
k,xx

nfc

1k

c
k,AANN A)x(EA)x(Dk ∑∑

==
+=     (4.31a) 

  
s
j

s
j,xx

nfs

1j

s
j

c
k

c
k,xx

nfc

1k

c
k,AAMN yA)x(EyA)x(Dk ∑∑

==
+=     (4.31b) 

  
c

k,xx

nfc

1k

c
k,VAVN A)x(Dk ∑

=
=        (4.31c) 

La seconda colonna della matrice si ottiene imponendo: 

)0;1;0()x(q =  

considerando ancora le (4.25), (4.26), (4.27) e le (4.18a,b), si ha: 

  
s
k

s
j,xx

nfs

1j

s
j

c
k

c
k,xx

nfc

1k

c
k,AANM yA)x(EyA)x(Dk ∑∑

==
+=    (4.31d) 

  
2s

j
s

j,xx

nfs

1j

s
j

2c
k

c
k,xx

nfc

1k

c
k,AAMM yA)x(EyA)x(Dk ∑∑

==
+=    (4.31e) 

  
2c

k
c

k,xx

nfc

1k

c
k,VAVM yA)x(Dk ∑

=
=       (4.31f) 

Infine la terza colonna della matrice si ottiene imponendo: 

)1;0;0()x(q =  

considerando ancora le (4.25), (4.26), (4.27) e le (4.18a,b), si ha: 

  
c

k,xx

nfc

1k

c
k,AVNV A)x(Dk ∑

=
=        (4.31g) 

  
c
k

c
k,xx

nfc

1k

c
k,AVMV yA)x(Dk ∑

=
=       (4.31h) 

  
c

k,xx

nfc

1k

c
k,VVVM A)x(Dk ∑

=
=        (4.31i) 
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4.4 IL MODELLO DI SEZIONE “DUAL SECTION” 

L’utilizzo di un’imposizione cinematica per definire la distribuzione delle 

deformazioni taglianti sulla sezione (cfr. eq. 4.19) rimane un’operazione, per 

quanto comoda ed efficace (Petrangeli, 1999), pur sempre approssimata e 

non realistica, specialmente in presenza di materiali non omogenei la cui 

risposta in campo lineare è assolutamente limitata.  

Il modello denominato “dual section” tenta di superare questa problematica, 

proponendo un’individuazione della deformazione tagliante di fibra sulla base 

di un approccio statico. Questo tipo di approccio fu suggerito e messo in 

pratica per la prima volta nella modellazione dell’elemento di trave da 

(Vecchio and Collins, 1988). 

Come ben noto dalla statica della trave, la variazione di momento da una 

sezione all’altra comporta la presenza di un taglio: 

  V
dx

dM =          (4.32) 

Sulla base di questa indiscutibile relazione e considerato che la variazione di 

momento è dovuta ad una variazione della tensione normale tra due sezioni 

adiacenti (da qui il nome dual section), è possibile individuare la 

distribuzione esatta delle tensioni tangenziali di fibra lungo la sezione. Infatti, 

determinata una porzione di sezione, la variazione di carico assiale su di 

essa, valutata tra due sezioni adiacenti, risulta pari alla forza di scorrimento 

scambiata a livello di fibra: 

( ) ( ))x(F)x(F)x(F)x(FF s
s

k1,xxs
c

k1,xx1s
s

k1,xx1s
c

k1,xxk,xy −−+−+− +−+=   (4.33) 

dove con i termini Fc
xx,1-k e Fs

xx,1-k si indicano le risultanti delle forze assiali, 

valutate per la porzione di sezione individuata alla k-esima fibra di 

calcestruzzo, come chiarito dalla Figura 4-7.  

Quindi riportando la (4.33) in termini di tensioni, si ricava la tensione 

tangenziale della fibra k-esima: 
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xxs
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s
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s
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





 +−






 +

=
+

++ ∑ ∑∑ ∑ σσσσ
τ

            (4.34) 

avendo indicato con B la base della sezione (assunta rettangolare e costante 

lungo l’elemento). Il termine k sulla sommatoria delle fibre d’acciaio indica 

che questa viene effettuata su tutte le fibre di acciaio la cui posizione è 

interna alla porzione di sezione individuata dalle fibre di calcestruzzo 1...k. 

xs xs+1

σxy,k

k

σxx σxx

1

fibra

cls n.

2

k

nfc 

c csσxx

Axx
s

c

Axx

σxx

s

xs+1 - xs

b

s

- xsxs+1

Fxy,k

xs+1xs

Fxx,1-k

Fxx,1-k

cc

Fxx,1-k

Fxx,1-k

s

k

2

fibra

cls n.

1

 
Figura 4-7. Il modello “dual section” 

In generale, la distribuzione delle tensioni tangenziali lungo la sezione, 

ottenuta a partire da una distribuzione di deformazioni taglianti non esatta 

(ad esempio utilizzando l’imposizione cinematica richiamata nel paragrafo 

precedente), non risulta in equilibrio con quella ottenuta attraverso 
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l’equilibrio espresso dalla  (4.34), ossia non c’e congruenza tra le 

deformazioni di partenza e le tensioni ottenute: 

  
c

k,xyDS
c

k,xy
c

k,xy r|)x( τττ =−       (4.35) 

Risulta, quindi, necessario correggere la distribuzione delle deformazioni per 

minimizzare tale divergenza.  Operativamente, dato il campo di deformazione 

di sezione q(x), si risale alle deformazioni di fibra mediante le (4.18) (4.19) 

(4.24): 

  k,xy
0,c

k,yy
c

k,xx
c ;; εεε  

dove )x()y(g kk,xy
0,c γε =  rappresenta la distribuzione iniziale (di tentativo) 

delle deformazioni di taglio delle fibre lungo la sezione. 

Attraverso i legami costitutivi dei materiali, si valutano le corrispondenti 

tensioni di fibra: 

  k,xy
0,c

k,yy
c

k,xx
c ;; τσσ  

Si stima, fibra per fibra, la differenza tra il campo di tensioni tangenziali 

“corretto” (4.34) e quello ottenuto sopra, (4.35): 

  )x(r|)x( c
k,xyDS

c
k,xy

0,c
k,xy τττ =−  

Il soddisfacimento della convergenza viene valutato integralmente sulla 

sezione: 

  lim

nfc

1k

c
k,xy S)x(R)x(r ≤=∑

=
ττ  

Se la disuguaglianza non è soddisfatta, si individua un residuo in 

deformazione, fibra per fibra, attraverso il termine tagliante della matrice di 

rigidezza della (2.17).  

  

33

c
k,xyc

k,xy D

)x(r
)x(r

τ
ε =        (4.36) 

Risulta conveniente utilizzare la matrice di rigidezza di fibra elastica (2.19). 
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Tuttavia, non è possibile applicare esclusivamente tale correzione alla 

distribuzione delle deformazioni taglianti di fibra lungo la sezione, in quanto 

si violerebbe la congruenza con le deformazione generalizzate. Infatti la 

deformazione di sezione è pari all’integrale (sommatoria) delle deformazioni 

taglianti di fibra pesate rispetto all’ area delle fibre stesse: 

  

∑

∑

=

== nfc

1k

c
xx

nfc

1k

c
k,xx

c
xy

A

A)x(
)x(

ε
γ        (4.37) 

Si conviene, quindi, che per garantire la (4.37), la distribuzione di 

deformazioni taglianti di fibra di correzione deve essere di tipo omogeneo. 

Viene dunque individuato un residuo della deformazione generalizzata legato 

ai residui locali delle singole fibre (4.36):  

  

∑

∑

=

==
nfc

1k

c
xx

nfc

1k

c
xx

c
k,xy

A

A)x(r
)x(R

ε
γ  

Quindi, la nuova distribuzione delle deformazioni taglianti lungo la sezione si 

ottiene applicando la seguente espressione, che garantisce la congruenza tra 

la deformazione di sezione e quelle locali di fibra: 

  )x(R)y(gr k
c

k,xy
0c

k,xy
c

k,xy γεεε −+=      (4.38) 

Questa procedura di correzione non può essere effettuata fibra per fibra 

(come invece avviene per la correzione delle deformazioni laterali rεc
yy), ma 

risulta necessario conoscere i residui lungo tutta la sezione per effettuare 

una correzione omogenea (si deve valutare il termine integrale Rγ). Quindi, la 

procedura può essere effettuata solo richiamando la sezione (iterazioni di 

sezione), che appesantisce notevolmente l’algoritmo dell’elemento, 

introducendo un nuovo ciclo annidato. Infatti nel modello classico, i cicli 

annidati sono solamente due, uno di elemento, per mettere in equilibrio le 
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forze nodali con quelle di sezione, e l’altro di fibra, all’interno di ciascuna 

sezione, per ottenere la deformazione laterale.  

Il bilancio tra onere computazionale e guadagno in termini di risposta del 

modello che utilizza tale procedura risulta non così positivo. Pertanto, 

nell’algoritmo utilizzato si è deciso di considerare la correzione delle 

deformazioni taglianti legate al dual section, esclusivamente all’inizio del 

nuovo passo di carico e quindi di non iterare la sezione all’interno del passo 

stesso. In altre parole, la distribuzione delle deformazioni taglianti di fibra 

sulla sezione all’n-esimo passo, rispetta la congruenza con le tensioni di fibra 

del passo precedente, n-1. 

Questo accorgimento permettere di rendere l’algoritmo di soluzione dual 

section di pari efficienza computazionale dell’approccio cinematico classico.  

Nella Figura 4-8 si rappresenta la distribuzione corretta, ottenuta partendo 

da una distribuzione di tentativo della deformazione di taglio delle fibre di 

calcestruzzo. 

 
Figura 4-8. Correzione delle deformazioni di fibra con il modello “dual section” 

 

Mentre le Figure 4-9 e 4-10 rappresentano il diagramma di flusso 

dell’elemento con approccio dual section nella sua formulazione “pura” (con  

cicli di iterazione sulla sezione) e quella utilizzata nell’algoritmo dell’elemento. 

0c
k,xyε   c

k,xyrε  )x(R)y(g k γ  
c

k,xyε  
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Figura 4-9. Diagramma di flusso della state determination di elemento “dual section” 

(formulazione esatta) 
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Figura 4-10. Diagramma di flusso della state determination di elemento “dual section” 

(formulazione adottata) 
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CAPITOLO QUINTO: 

TESTS NUMERICI 
SULL’ELEMENTO 
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Nelle pagine seguenti verranno presentati i tests numerici dell’elemento di 

trave con iterazione completa M-N-V, effettuati su un campione di 5 colonne 

provate al vero. 

Il primo gruppo di tre colonne è stato individuato nel lavoro di ricerca sul 

rafforzamento a taglio di pilastri esistenti eseguito dall’Università della 

California (Xiao, 1993). Si è in possesso del report conclusivo di tale ricerca, 

pertanto si ha una conoscenza molto accurata di tutti gli aspetti che possono 

interessare la riproduzione numerica della prova. 

Il secondo gruppo di colonne è stato estratto dal database PEER (Pacific 

Earthquake Engeneering Research Center) che, come verrà specificato più 

avanti, rappresenta un ricchissimo archivio di prove sperimentali su 

travi/pilastri in cemento armato (oltre 400) messo a disposizione dei 

ricercatori di tutto il mondo (è liberamente consultabile dal sito 

http://nisee.berkeley.edu/spd/). 

 

Per comprendere al meglio il funzionamento del modello di trave presentato 

nel capitolo precedente, sul primo gruppo di tests (anche in considerazione 

della completezza delle informazioni possedute) verranno effettuate tutte le 

tipologie di analisi possibili, ovvero: 

- analisi monotona sezione classica 

- analisi monotona sezione dual section 

- analisi ciclica sezione classica 

- analisi ciclica sezione dual section 

- analisi ciclica sezione classica con scorrimento delle barre 

 

Le risultanze di queste analisi verranno incrociate tra di loro con riferimento 

anche ai diversi comportamenti locali a livello di sezione e di fibra. 

 

Mentre in relazione al secondo gruppo di test sperimentali, verranno eseguite 

solo le analisi ritenute più significative. 
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5.1 LE COLONNE DI SAN DIEGO 

Come anticipato, le colonne di San Diego sono state realizzate e testate 

all’interno di un programma di ricerca volto a valutare l’efficacia ai fini della 

resistenza a taglio dell’intervento di incamiciatura in acciaio di pile corte da 

ponte.  

Il programma ha previsto la realizzazione di sei campioni di colonne, con 

fattore di scala di circa 1:3, realizzate usando materiali e regole costruttive  

tipiche della California della metà degli anni ’60. Tre colonne sono state 

quindi testate “as built”, mentre le altre tre sono state rafforzate mediante 

incamiciatura ellittica e provate sotto la medesima configurazione di carico. 

Per gli obiettivi di questa ricerca, sono state prese in considerazione 

solamente le tre colonne non rinforzate. 

Tutti i provini hanno medesima sezione 16” x 24” (410 mm x 610 mm) ed 

armatura costante lungo l’altezza. In dettaglio, essa è costituita da 22 barre 

size 6 (φ=19.05mm), che corrisponde ad una rapporto di armatura di ρ= 

2.52%, mentre le staffe (a due braccia con piegatura a 90°) sono realizzate 

con barre size 2 passo 5” (φ=6.35mm passo 127mm). 

La modalità di prova è “double bending”, con altezza complessiva della 

colonna di 96” (2438 mm) e 72” (1829 mm), rispettivamente per i campioni 

R1-R3 e R5. Le tre colonne si differenziano inoltre per la tipologia di acciaio 

utilizzato grade 40 per R1 e grade 60 per R3-R5. 

Il carico verticale, mantenuto costante durante la prova, è pari a 507 kN 

(σN=2.1MPa, ossia circa il 5% del carico limite massimo, considerando una 

media delle tre resistenze del calcestruzzo).  

 

Nella tabella seguente sono riportate tutte le caratteristiche principali dei 

provini (corredate dalle resistenze dei materiali utilizzati). Mentre nelle figure 

seguenti viene rappresentata la configurazione della prova e le caratteristiche 

geometriche dei provini.  
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Tabella 5-1. Caratteristiche delle colonne testate a San Diego 

Campione 
Steel  
ratio 

(-) 

Axial 
load 

(kN) 

Shear 
length 
(mm) 

Aspect  
ratio 

(-) 

fconc 

 
(MPa) 

fy, bars 

 
(MPa) 

fu, bars 

 
(MPa) 

fy, hoops 

 
(MPa) 

R1 2.5% 507 1219 2 37.9 317 453 360 

R3 2.5% 507 1219 2 34.1 469 746 324 

R5 2.5% 507 915 1.5 32.7 469 746 324 

 

 

#2 hoops @5"

22 #6 bars

 
Figura 5-1. Sezione verticale e trasversale campione di prova colonna San Diego  
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Figura 5-2. Configurazione del test 

 

Le fasi iniziali della procedura di carico sono volte all’individuazione dello 

spostamento si snervamento, valutato secondo la seguente espressione :  

   

1y

if

y /V

V

∆
∆ =  

Dove la forza di taglio ideale a flessione Vif  viene stimata analiticamente in 

corrispondenza della deformazione a compressione del calcestruzzo pari a 

0.5% al lembo più esterno. Il valore Vy è valutato in corrispondenza dello 

snervamento dell’armatura e lo spostamento ∆y risulta il valore medio dello 

spostamento sperimentale in corrispondenza del carico laterale Vy tra le due 

direzioni opposte. Questo spostamento viene ritenuto rappresentativo della 

duttilità µ = 1 della colonna.  

La prova viene quindi effettuata a cicli di spostamento per duttilità crescente 

(3 cicli completi e simmetrici per ogni valore di duttilità fissata).  
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La figura seguente rappresenta la procedura di carico seguita.   

 
Figura 5-3. Procedura di carico test colonne San Diego 

 

Tabella 5-2. Caratteristiche delle colonne testate a San Diego 

Campione 
Vif 

(kN) 
Vy 

(kN) 
∆y 

(mm) 

R1 525 400 11.0 

R3 707 534 17.5 

R5 946 734 17.0 

 

Di seguito, si mostrano i risultati in termini di forza applicata (taglio alla 

base) e spostamento misurato in testa alla colonna, per i tre campioni 

analizzati. Vengono, inoltre, riportate le principali osservazioni effettuate 

durante lo svolgimento delle prove dagli operatori dei tests.  
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Figura 5-4. Diagramma forza spostamento campione R1 delle colonne di San Diego 

 

Il campione R1 mostra inizialmente fessure perpendicolari all’asse della 

colonna (flessionali) localizzate presso le due sezioni di estremità. Queste 

fessure iniziano ad inclinarsi ed estendersi verso l’interno in corrispondenza 

della forza laterale di snervamento (Vy=400kN). Durante i cicli di carico 

corrispondenti alla  duttilità µ=1 e µ=1.5, fessure di taglio indipendenti dalle 

prime flessionali si formano e si diffondono verso la parte centrale della 

colonna (µ=3). Si manifestano, inoltre, lesioni imputabili a perdita di aderenza 

delle barre nelle due estremità della colonna. Durante il terzo ciclo per 

raggiungere lo spostamento a µ=-3, le lesioni di taglio penetrano ancor più 

verso il centro della colonna e nella sezione di base si palesa un crushing del 

calcestruzzo che determina la perdita della capacità della colonna.  

La colonna ha sviluppato la sua massima resistenza nel ciclo di carico a 

duttilità µ=3 (V=566kN). I cicli di isteresi appaiono abbastanza stabili  ed 

evidenziano delle lievi degradazioni a partire dai cicli a µ=3.  

La tipologia di rottura del provino può essere classificata di tipo flessione-

taglio; comportamenti di questo tipo mostrano livelli di duttilità limitati analoghi 

a quelli raggiunti nel caso analizzato.   
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Figura 5-5. Diagramma forza spostamento campione R3 delle colonne di San Diego 

 

Il campione R3 mostra già dai primi cicli di carico fessure di taglio, precedute 

da lesioni flessionali. In corrispondenza del carico laterale di snervamento, le 

fessure di taglio sono già diffuse alle due estremità dell’elemento (Vy=534kN), 

così come in corrispondenza dei cicli a duttilità µ=1. La colonna mostra una 

perdita di resistenza durante il primo ciclo di spostamento per µ=1.5, 

accompagnata da un fragoroso rumore. Le lesioni sono diffuse praticamente su 

tutto l’elemento. Successivamente, il provino è stato sottoposto a tre cicli di 

carico a duttilità di µ=1.5 e µ=2.2, per valutare la resistenza residua 

dell’elemento. Sebbene le fessure a taglio siano di considerevoli dimensioni, le 

staffe non si sono aperte durante il test.  

La colonna, quindi, ha sofferto di una rottura fragile per taglio, avvenuta 

durante il ciclo di carico per raggiungere duttilità µ=1.5. La massima resistenza 

è stata misurata appena prima del collasso (V=627kN), a seguito del quale si 

rileva una perdita di rigidezza dell’elemento molto pronunciata. I picchi di forza 

laterale residua nell’ultimo ciclo di carico risultano inferiori a quelli teorici legati 

alla presenza delle staffe (Vstaffe = 155kN contro Vµ=2.2 =138 kN e 80 kN) 
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Figura 5-6. Diagramma forza spostamento campione R5 delle colonne di San Diego 

Per il campione R5 le prime fessure flessionali cominciano ad inclinarsi intorno 

al carico laterale di 334kN. Questa forza risulta molto più bassa di quella 

teorica valutata allo snervamento (Vy=734kN). Imponendo una forza di 600kN, 

le lesioni di taglio si estendono fino a metà altezza della colonna. Fessure 

verticali dovute a splitting delle barre verticali, si palesano per un carico di 

667kN. In corrispondenza del taglio ideale di snervamento, le lesioni sono già 

largamente diffuse e marcate. La colonna mostra una rottura nel primo ciclo di 

carico, per raggiungere lo spostamento corrispondente alla duttilità µ=1. I cicli 

di carico sono continuati fino a µ=2, durante i quali le fessure si sono 

largamente aperte, contestualmente a marcate espulsioni dei copriferri. 

Il campione ha dunque mostrato un collasso fragile per taglio raggiungendo 

una massima resistenza di 747kN, dunque superiore a quella ideale di 

snervamento. Tuttavia il collasso è avvenuto prima del raggiungimento della 

duttilità µ=1. I cicli post-picco sono caratterizzati da una notevole perdita di 

resistenza e rigidezza dell’elemento. Le resistenze residue dei cicli successivi si 

mostrano in linea con quelle teoriche calcolate in base alla resistenza delle 

staffe (Vstaffe = 181kN contro Vµ=2 =178kN), sebbene durante gli ultimi cicli si 

evidenzi un decremento di tale resistenza (indice che si è perduto il 

comportamento di taglio a traliccio a causa della perdita di resistenza del 

calcestruzzo a compressione).  
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1) SIMULAZIONI NUMERICHE COLONNA R1 

L’elemento è stato modellato in configurazione “single bending”, quindi si è 

assunta una lunghezza pari alla luce di taglio (1.22m). L’integrazione lungo 

l’elemento viene effettuata utilizzando due sezioni di Gauss; dato che l’altezza 

della sezione è pari a circa la metà della lunghezza di elemento, la scelta di 

questo numero di sezioni risulta la migliore in quanto un numero maggiore di 

sezioni condurrebbe a sottostimare il peso della zona dove avviene il danno. 

Nelle simulazioni numeriche (anche in quelle cicliche) per tenere in conto del 

degrado (“allentamento”) legato ai primi e numerosi cicli iniziali (non 

riprodotti), è stata considerata una sezione priva di copriferro. In tale 

maniera è stato possibile ottenere delle rigidezze iniziali prossime a quelle 

sperimentali.  

La sezione del modello presenta una base di 406mm e altezza 540mm ed è 

stata discretizzata in 16 fibre uguali. L’armatura longitudinale è stata 

considerata nell’esatta posizione e considerando aree equivalenti di acciaio. 

Circa le caratteristiche dei materiali si è fatto riferimento ai valori forniti dal 

report di (Xiao, 1993), quelli mancanti, ma necessari per il modello numerico, 

sono stati così ipotizzati. 

 

Calcestruzzo : 

- Deformazione al picco di compressione εcc = 0.25% 

- Resistenza a trazione pari al 10% di quella a compressione (data) 

- Modulo elastico Ec = 25 000 MPa 

- Modulo di Poisson v = 0.18 

 

Acciaio : 

- Nessun limite in deformazione  

- Modulo elastico Es = 200 000 MPa 

 

 

Legge di micropiano 
Calcestruzzo - Colonne San Diego
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� Analisi monotone R1 

Di seguito si riportano i grafici relativi alle curve numeriche in condizione di 

carico monotono, utilizzando il modello di sezione classico (linea blu) e quello 

dual section (linea viola). 
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Figura 5-7. Analisi numeriche monotone colonna R1 

Le due curve si presentano leggermente più rigide, non tanto alla partenza 

quanto nell’intorno di spostamenti da 5 a 15 mm. Questo comportamento è 

dovuto al fatto che il provino subisce nel test sperimentale un degrado legato 

ai ripetuti cicli per piccoli spostamenti che tale simulazione numerica 

(monotona) non simula. 

Con riferimento al taglio massimo raggiunto, si riscontra una perfetta 

congruenza per il modello a sezione classica (che utilizza una distribuzione 

parabolica delle deformazioni di taglio lungo la sezione), mentre con il 

modello dual section si ottiene una leggera sottostima del valore massimo (-

9%). D’altro canto, il modello classico non riesce a mantenere la resistenza 

massima fino alla fine della prova, ma mostra una rottura per lo spostamento 

pari a circa il 75% di quello finale della prova. Mentre il modello con 
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approccio statico della deformazione tagliante lungo la sezione riesce a 

condurre a termine la prova senza mostrare alcuna perdita di capacità.  

Le differenze riscontrate tra i due modelli risultano legate alla natura 

dell’approccio utilizzato. Il modello dual section, in quanto approccio statico, 

approssima la soluzione dal basso e mostra una maggiore duttilità, mentre il 

modello di sezione con approccio cinematico approssima la soluzione dall’alto 

e risulta più conservativo in termini di spostamenti. 

Per meglio chiarire gli effetti della modellazione dual section sulla 

distribuzione delle deformazioni di taglio sulla sezione, vengono riportate nei 

grafici seguenti (Figura 5-8) le deformazioni delle fibra della sezione di base, 

in corrispondenza degli spostamenti di 5 mm, 10 mm  
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Figura 5-8. Andamento delle deformazioni di fibra normali e corrispondenti tensioni 

sezione 1, colonna R1 
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Figura 5-9. Andamento delle deformazioni di fibra di taglio e corrispondenti tensioni 

sezione 1, colonna R1 

Le deformazioni assiali (Figura 5-8) sono state riportate per evidenziare la 

posizione dell’asse neutro ed avere chiaro lo stato deformativo assiale delle 

fibre, che determina la risposta a taglio delle stesse (cfr. paragrafo 3-6 e 3-7).  

La Figura 5-9 mette in luce come la distribuzione parabolica di partenza delle 

εxy di fibra al crescere dell’impegno della sezione venga modificato, andando a 

concentrare le deformazioni nella zona tesa della sezione; dal momento che le 

più ingenti correzioni delle deformazioni si concentrano dove avviene il 

maggior “scambio” di sforzi normali (cfr. eq. 4.34, 4.35 e 4.36), tale situazione 

viene a crearsi principalmente in prossimità delle barre di armatura in zona 

tesa. Di conseguenza, anche la distribuzione delle tensioni resistenti di fibra, 

τxy, tra i due modelli si diversifica. Nel modello di sezione dual section, la 

distribuzione delle tensioni è più uniforme rispetto a quella derivante dal 

modello classico, dove invece è più sbilanciata verso la zona compressa della 
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sezione. Infatti, a parità di tensione di compressione, la fibra nel modello dual 

section è soggetta ad una deformazione εxy più contenuta, pertanto anche i 

valori tensionali τxy sono minori rispetto al modello classico. 

 

� Analisi cicliche R1 

In questo paragrafo, si riportano le risultanze dei tests numerici effettuati in 

condizioni di carico ciclico. Al fine di ridurre i tempi di calcolo, le analisi 

eseguite non hanno ripercorso tutti i cicli di spostamenti della prova 

sperimentale, ma solo una parte di essi, tralasciando in particolare quelli 

iniziali. Inoltre, per ogni spostamento imposto, è stato effettuato un unico 

cicli, in luogo dei tre previsti dalla prova sperimentale.  

 

Gli spostamenti imposti nella prova sono i seguenti: 

1) ± 11 mm  (µ=1) 

2) ± 16.5 mm  (µ=1.5) 

3) ± 22 mm  (µ=2) 

4) ± 33 mm  (µ=3) 

 

In Figura 5-10 si riportano le curve sperimentali e quello ottenute dalla 

simulazioni numeriche  utilizzando o non utilizzando il modello dual section. 

Entrambe le risposte numeriche ottenute approssimano in maniera più che 

soddisfacente il comportamento reale mostrato dal provino. Le differenze tra i 

due metodi risultano minime, con la curva relativa al dual section in linea 

generale sempre più “bassa” rispetto alla compagna. 

La risposta al primo ciclo di carico risulta più rigida di quello sperimentale, 

per le stesse motivazioni già richiamate nelle analisi monotone (legate ai cicli 

iniziali non simulati), ma dal terzo ciclo di carico il problema appare 

completamente superato.    

La perdita di resistenza mostrata dal provino alla fine dell’ultimo ciclo a 

duttilità pari a µ=3, non si evidenzia nelle analisi numeriche. Mentre la 

concordanza dei cicli di isteresi, e quindi dell’energia sviluppata durante la 

prova sperimentale, risulta estremamente evidente. 
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Figura 5-10. Analisi numeriche cicliche colonna R1 

 

Nella Figura 5-11 viene confrontata la risposta del modello attivando 

l’algoritmo dello scorrimento delle barre d’armatura. Si evidenzia un 

decremento della rigidezza della risposta già nel primo ciclo di carico, che fa 

avvicinare la curva ottenuta a quella sperimentale.    

Si precisa che il modello di scorrimento utilizzato è stato attenuato rispetto a 

quello mostrato nel capitolo 1. Infatti, tale caso di studio sembra aver sofferto 

in maniera solo marginale di perdita di aderenza delle barre d’armatura.  

 

Questo caso di studio presentato, il cui comportamento a rottura è 

determinato da meccanismi spuri di flessione e taglio, risulta estremamente 

importante ai fin della validazione del modello di trave, in quanto evidenzia 

come il modello numerico (nelle sue possibili alternative) non riconduca a 

rotture fragili per taglio anche i comportamenti che non ne sono interessati o 

ne sono solo parzialmente. 
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Figura 5-11. Analisi numeriche cicliche colonna R1, con scorrimento delle barre 
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2) SIMULAZIONI NUMERICHE COLONNA R3 

Per la modellazione sono state utilizzate le stesse assunzioni generali della 

colonna precedente. 

 

� Analisi monotone R3 

Di seguito si riportano i grafici relativi alle curve analitiche in condizione di 

carico monotono, utilizzando il modello di sezione classico (linea blu) e quello 

dual section (linea viola). 
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Figura 5-12. Analisi numeriche monotone colonna R3 

 

Le due risposte analitiche si mostrano, in partenza, leggermente meno rigide 

di quella sperimentale.    

Il comportamento generale tra modello classico e dual section  è chiaramente 

quello di cui si è discusso nel caso della colonna R1. In questo caso il 

modello di sezione statico appare cogliere il valore di resistenza ultima in 

maniera più precisa (sebbene leggermente sottostimandolo, -3%) dell’altro 

modello, che offre invece una leggera sovrastima (+8%). Per quanto riguarda 
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lo spostamento in cui si manifesta la perdita di capacità resistente 

dell’elemento il modello classico anticipa leggermente (21mm), mentre quello 

dual section risulta leggermente posticipato (27mm).  

Si evidenzia, inoltre, come il modello classico presenti una netta caduta di 

resistenza, diversamente dall’altro. Per comprendere questa differenza si deve 

ancora una volta richiamare il comportamento di fibra, legato alla 

distribuzione delle deformazioni lungo la sezione.   
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Figura 5-13. Distribuzioni delle deformazioni di fibra sulla sezione 1 del modello 

classico, colonna R3 

Nei grafici 5-13 e 5-14 si riportano tali distribuzioni in corrispondenza degli 

spostamenti di 19mm e 22mm (punto di pre e post prima caduta di 

resistenza per la curva relativa al modello di sezione classico), ed allo 

spostamento di 30mm (punto in cui anche il modello dual section offre una 

resistenza inferiore a quella massima raggiunta).  
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Figura 5-14. Distribuzioni delle deformazioni di fibra sulla sezione 1 del modello dual 

section, colonna R3 

La differenza tra i due modelli risulta facilmente comprensibile andando ad 

analizzare l’evoluzione dello stato deformativo delle fibre. Come osservato nel 

caso della colonna precedente, le deformazioni di taglio lungo la sezione si 

distribuiscono nel modello dual section in maniera più preponderante nella 

zona di trazione della sezione, mentre in quella compressa la richiesta di 

deformazione di taglio sulla fibra è molto più contenuta. Questa deformazione 

(εxy) e quella assiale (εxx), come visto nel capitolo 3, sono le uniche variabili di 

input (direttamente derivanti dalle deformazioni di sezione), infatti la terza 

deformazione di fibra, quella laterale (εyy), viene ottenuta attraverso una 

condizione di equilibrio (cfr. eq. 4.20 e 4.23). Con riferimento alle immagini 

dalla Figura 5-14, si evince come le deformazioni laterali siano direttamente 
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connesse a quelle di taglio, mostrando un andamento lungo la sezione molto 

simile.  

Nel modello classico, la maggior richiesta di deformazione di taglio di fibra 

genera anche un’analoga richiesta di deformazione laterale (di trazione) in 

conseguenza della quale la fibra si viene a trovare in uno stato prevalente di 

trazione che determina il collasso della stessa (come visto nelle prove del 

modello microplane).  

Con riferimento alla situazione individuata allo spostamento d=19mm del 

caso di modello classico (Figura 5-13), le fibre ancora resistenti al taglio sono 

le prime sei. Allo spostamento d=22mm, si osserva che restano solo tre fibre 

a portare il taglio. In questo passaggio la deformazione di taglio sulle tre fibre 

“perdute” è circa raddoppiata e ciò produce un analogo incremento della 

deformazione laterale che determina il collasso delle fibre (si noti che queste 

tre fibre sono prossime all’asse neutro e quindi presentano una deformazione 

assiale di compressione, se presente, molto limitata), dal momento che lo 

stato deformativo complessivo della fibra si rivela di prevalente trazione (εV>0, 

cfr. par. 4.5-6-7). Diversamente accade nel modello dual section (Figura 5-

14), dove la ridistribuzione delle deformazioni di taglio sulla sezione non 

consente mai che nella zona compressa, le fibre subiscano un brusco 

incremento della deformazione tagliante. Il passaggio ad uno stato di 

prevalente trazione è graduale, con analoga influenza sul decremento della 

resistenza a taglio della sezione (si noti come tra lo spostamento d=22mm e 

d= 30mm si sia perso solo il contributo della fibra n.7).  

A conferma di quanto discusso in Figura 5-15, si riporta l’andamento 

durante l’analisi dell’invariante volumetrico (il centro del cerchio di mohr), εV= 

(εxx+εyy)/2, relativo alle fibre in prossimità dell’asse neutro per due diversi 

approcci di sezione. E’ evidente come nel modello classico si realizzi un 

repentino e violento passaggio in zona tesa (più precisamente oltre il limite 

della deformazione di trazione ammessa per il legame costitutivo, kεct, 

eq.2.22) delle fibre in questione, che determina la brusca caduta della 

capacità della sezione, e conseguentemente dell’elemento. 
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Figura 5-15. Evoluzione dello stato deformativo delle fibre in prossimità dell’asse 

neutro, colonna R3 

� Analisi cicliche R3 

I risultati ottenuti con i tests numerici effettuati in condizioni di carico ciclico 

per la colonna R3 sono riportati nelle pagine seguenti. 

Anche in questo caso, le analisi non hanno ricalcato tutti i cicli di 

spostamenti imposti della prova sperimentale, ma solo i seguenti cicli di 

spostamenti: 

1) ± 12 mm   

2) ± 17.5 mm (µ=1)  

3) ± 26 mm (µ=1.5) 

4) ± 38 mm (µ=2.2)   

 

In Figura 5-16 si riportano le risposte del modello numerico in condizioni 

cicliche, assieme alla curva taglio-spostamento sperimentale. Analogamente a 

quanto evidenziato nella precedente analisi, la rigidezza iniziale risulta 

leggermente sottostimata. Tuttavia, la bontà della risposta del modello 

numerico nel cogliere il meccanismo di rottura e l’energia isteretica della 

prova sperimentale sono piuttosto evidenti.  

La curva relativa al modello di sezione classico individua con precisione il 

punto di collasso della colonna, avvenuto nel primo ciclo di spinta, poco 

prima del raggiungimento dello spostamento di 26mm, ma fornisce una 

leggera sovrastima del valore di picco di taglio (+7%). Inoltre presenta un 

decadimento della rigidezza e resistenza più marcato del caso reale (nella fase 

di inversione di carico successivo la curva si presenta più “bassa” di quella 
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sperimentale), ma valuta in maniera molto corretta la resistenza residua 

dell’elemento, legata all’effetto di confinamento sulle fibre di calcestruzzo, 

dovuto all’efficienza delle staffe (le quali erano integre al termine del test 

sperimentale) (cfr. test su modello microplane di taglio in presenza di 

confinamento, par 3.6 e 3.7). 
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Figura 5-16. Analisi numeriche cicliche colonna R3 

La curva relativa al modello di sezione dual section individua in maniera 

molto precisa la resistenza di picco (624kN contro i 627kN effettivi), ma non 

mostra un preciso momento in cui avviene il decadimento delle capacità 

resistenti dell’elemento, che si manifesta durante la fase di scarico del 

secondo ciclo di spostamento imposto.  

Le differenze di comportamento tra i due modelli sono riconducibili al diverso 

andamento della deformazione tagliante. Infatti, con riferimento alla Figura 

5-17, si nota come la deformazione di taglio sulla sezione di base durante 

l’analisi sia più impegnativa nel modello dual section al crescere del taglio 

sviluppato. Ciò è conseguenza della ridistribuzione delle deformazioni 

taglianti di fibra, infatti essa risulta acquisire maggiore consistenza nelle 
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condizioni intorno (appena precedenti e seguenti) al picco di resistenza di 

taglio (e quindi del momento), in quanto cresce il gradiente tensionale tra le 

sezioni contigue (cfr. eq. 4.34 e successive). Nelle iterazioni di elemento, che 

individuano il campo delle deformazioni di sezione per i dati spostamenti 

nodali, la ridistribuzione determina quindi che, a parità di spostamento della 

colonna, si abbia una deformazione tagliante di sezione (γxy), superiore nel 

modello dual section in condizioni di pre e immediato post picco.  

Tutto ciò risulta più chiaro facendo riferimento al caso di carico monotono, 

riportato in Figura 5-18. 
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Figura 5-17. Andamento della deformazione di taglio sulla sezione n.1 e 

corrispondente risposta di sezione, colonna R3 (Analisi ciclica) 
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Figura 5-18. Andamento della deformazione di taglio sulla sezione di base e 

corrispondente risposta di sezione, colonna R3 (Analisi monotona) 

Se si osserva l’evoluzione della deformazione tagliante della sezione, si nota 

come in condizioni di taglio crescente la differenza si accentui (le 

deformazioni di taglio della sezione con dual section risultano superiori), 

mentre in condizioni di scarico (taglio decrescente) le deformazioni offerte dai 

due modelli tendano a riavvicinarsi, per essere praticamente le stesse in 

condizioni ultime.  
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Pertanto, la risposta del modello dual section in condizioni cicliche, non è in 

contraddizione con quanto emerso dall’analisi monotona, come invece 

potrebbe apparire. In condizioni di immediato pre e post picco le maggiori 

richieste di deformazioni determinano delle rigidezze secanti di sezione (e di 

elemento) più basse rispetto al modello classico, che si ripercuotono nella 

risposta in fase di ricarico (tale situazione in assenza di scarico appena 

successivo al picco di resistenza non sarebbe stata evidente). Al contrario in 

condizione di sezione fortemente danneggiata, in cui le deformazioni di 

sezione risultano equiparabili, le risposte dei due modelli non presentano 

differenze apprezzabili. 

Infine, nella Figura 5-19 viene riportato il confronto tra le curve ottenute 

attivando l’algoritmo dello scorrimento delle barre, in associazione al modello 

di sezione classico. La risposta ottenuta mostra come la capacità resistente 

dell’elemento venga approssimata con maggiore precisione. Anche in 

riferimento allo spostamento di picco c’è un maggiore accordo con il test 

sperimentale. Tuttavia, in questo caso, non si rende visibile la netta caduta 

di resistenza dell’elemento; la rottura avviene in fase di scarico in maniera 

analoga al caso dual section.  
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Figura5-19. Analisi numeriche cicliche colonna R3 
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3) SIMULAZIONI NUMERICHE COLONNA R5 

Per la modellazione sono state utilizzate le stesse assunzioni della colonna 

precedente; l’unica differenza riguarda la lunghezza dell’elemento che, in 

questo caso, risulta pari a 0.92m.   

 

� Analisi monotone R5 

Le osservazioni, emerse in fase di sperimentazione, della colonna avevano 

evidenziato chiari segnali di perdita di aderenza delle barre nelle sezioni di 

estremità, già durante primi cicli di carico. Pertanto si è deciso di introdurre 

le analisi con modellazione dello scorrimento delle barre anche nelle 

condizioni di carico monotono. 

La Figura 5-20 rappresenta le curve forza spostamento ottenute dalle analisi 

numeriche condotte. 
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Figura 5-20. Analisi numeriche monotone colonna R5 

Nelle simulazioni senza il debonding delle barre, la curva di risposta non 

riesce a seguire il progressivo degrado legato alle ripetute inversioni di carico. 

Nella fase di picco e pre-picco si ottiene una risposta più rigida, con una 

resistenza massima superiore di circa 9% (811kN contro gli effettivi 747kN), 
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contestualmente si osserva un anticipo dello spostamento di rottura (12mm 

contro i 14.5mm del test sperimentale).  

Di contro, nella risposta del modello che tiene conto dello scorrimento delle 

barre, il degrado pre-picco viene approssimato con buona efficacia e la curva 

ottenuta segue con discreta approssimazione quella di inviluppo della prova 

sperimentale. Ne deriva una migliore stima della resistenza massima 

(comunque leggermente inferiore) e del corrispondente spostamento.  

Entrambe le analisi numeriche colgono molto bene la resistenza residua 

dell’elemento, che è sostanzialmente legata all’azione di confinamento delle 

staffe che, come è stato osservato sul provino al termine del test 

sperimentale, sono rimaste efficienti.  

 

� Analisi cicliche R5 

Di seguito si riportano i risultati dei tests numerici effettuati in condizioni di 

carico ciclico per la colonna R5. Anche in questo caso, le analisi non hanno 

riprodotto fedelmente tutti i cicli di spostamenti imposti dalla prova 

sperimentale, ma solo i seguenti: 

1) ± 12 mm   

2) ± 17 mm (µ=1)  

3) ± 26 mm (µ=1.5) 

4) ± 34 mm (µ=2)   

 

In Figura 5-21 si riportano le curve taglio spostamento delle analisi cicliche 

condotte con il modello di sezione classico e con quello dual section, assieme 

alla curva sperimentale.  

Come già fatto notare nel caso monotono, la risposta numerica in fase di pre-

picco risulta più rigida (anche con il modello dual section), offrendo una 

sovrastima della resistenza di picco.  

Nel modello classico, il collasso dell’elemento avviene durante il secondo step 

di carico, volto al raggiungimento dello spostamento di 17mm (µ=1). Tuttavia 

l’elemento, in questo ciclo, mostra una rigidezza del ramo di carico molto 

minore di quella sperimentale, segno che ha già subito un forte 

danneggiamento durante il ciclo precedente.  
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Il comportamento offerto dal modello dual section, analogamente al caso della 

colonna R3, presenta una perdita di resistenza e rigidezza nella fase di 

ricarico (per raggiungere lo spostamento di segno opposto) del primo 

spostamento imposto, mentre nella fase di carico del secondo ciclo di 

spostamento, l’elemento si attesta sulla resistenza residua, determinata dal 

confinamento operato dalle staffe sulle fibre di calcestruzzo. 

Entrambi i modelli rappresentano molto bene il contenuto energetico del 

comportamento ciclico della prova sperimentale, nonché la resistenza residua 

post-picco. 
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Figura 5-21. Analisi numeriche monotone colonna R5 

Le analisi condotte con la modellazione dello scorrimento delle barre sono 

riportate in Figura 5-22. Si osserva come in questo caso la risposta sia molto 

puntuale nell’individuazione dello spostamento di collasso dell’elemento e 

nella rigidezza della offerta al primo ciclo di carico, mentre produca una 

sensibile sottostima della massima resistenza della colonna (694kN contro i 

743kN del dato sperimentale).  
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Figura 5-22. Analisi numeriche monotone colonna R5, con scorrimento delle barre 
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5.2 ALTRE SIMULAZIONI DAL DATABASE PEER 

Il PEER Structural Performance database è stato creato nell’intento di fornire 

un valido supporto ai ricercatori nel campo dello sviluppo di nuovi modelli 

per gli elementi in cemento armato. Il database ha avuto origine da un lavoro 

del National Institute of Standards and Tecnology (NIST), che raccoglieva 199 

tests di colonne, riportandone i riferimenti, la descrizione della prova, le 

principali caratteristiche dei materiali e le storie forza-spostamento. Tale 

documentazione è stata raccolta in due pubblicazioni (Taylor et al., 1997) e 

(Taylor and Stone, 1993). Con il supporto del Pacific Earthquake Engineering 

Research Center, l’Università di Washington, attraverso il lavoro dei suoi 

ricercatori, ha aggiunto nuovi tests ed ha realizzato una catalogazione 

sistematica ed uniforme dei dati relativi a ciascuna prova descritta, inserendo 

infine in rete il lavoro e rendendolo liberamente consultabile (Berry et al., 

2004). 

Per ogni prova presente il database fornisce le seguenti informazioni: 

 

- Informazioni generali: autore, tipo di sezione (rettangolare o circolare), 

eventuali commenti e riferimenti bibliografici. 

- Proprietà dei materiali: resistenza del calcestruzzo (fc), tipo di acciaio 

dell’armatura trasversale e relativa resistenza allo snervamento (fsy) ed 

ultima (fsu), tipo di acciaio delle barre longitudinali e relativa resistenza 

allo snervamento (fsy) ed ultima (fsu). 

- Geometria: dimensioni della sezione trasversale, lunghezza di 

inflessione e lunghezza complessiva dell’elemento, schema statico della 

prova (single / double bending). 

- Carico: carico assiale, effetto P-d (viene indicato il tipo di correzione 

effettuata in termini di taglio alla base in funzione della modalità di 

applicazione del carico verticale durante la prova). 

- Armatura longitudinale: diametro e numero delle barre, dimensioni del 

copriferro e percentuale di armatura. 



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 136 di 161 

 

-  Armatura trasversale: tipo di armatura (spille, staffe aperte, chiuse 

ecc..), numero di braccia efficaci nella direzione del carico, diametro e 

spaziatura. 

- Altri dati: aspect ratio (rapporto tra luce di taglio ed altezza della 

sezione), axial load ratio (rapporto tra carico assiale agente e quello 

resistente teorico). 

- Risultati del test: tipo di rottura (taglio, taglio-flessione, flessione), 

osservazioni sul danno (solo se disponibile, si indica lo spostamento 

per cui si è verificato: lesioni di crushing e spalling del calcestruzzo, 

fenomeni di buckling delle barre longitudinali, rottura dell’armatura 

longitudinale e trasversale, perdita significativa di capacità portante.  

- Curva Forza - Spostamento: viene fornito un file ASCII contenente i 

valori misurati di taglio alla base e spostamento per la configurazione 

standard di mensola. 

 

Attualmente, il database contiene i dati di 416 prove di colonne. La ricerca 

dei tests di interesse risulta semplice e facilitata da una serie di filtri (come 

mostra la figura seguente) che permettono di restringere il campo di ricerca.  

 
Figura 5-23. Motore di ricerca database PEER 

Questo strumento rappresenta quindi un’importante fonte di informazioni ed 

un validissimo supporto per i ricercatori nel campo dei modelli di elementi in 

cemento armato.    
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Prima di passare all’esposizione dei casi di studio, si ritiene opportuno 

descrivere quale sia stato il criterio di classificazione della rottura del provino 

che ha adottato il database PEER: (1) Flessione, 2) Taglio, 3) Flessione-Taglio. 

Il primo discriminante è costituito dalla manifestazione di fessure di taglio; se 

esse non sono presenti, il comportamento del provino viene classificato come 

flessionale (failure mode code 1). Diversamente, in presenza di fessure di 

taglio, vengono considerati due parametri di riferimento: la forza di taglio 

teorica, in corrispondenza della deformazione dell’armatura del 0.4% (F0.004) e 

la duttilità in spostamento ottenuta nel test, con riferimento allo spostamento 

corrispondente ad una forza pari all’80% di quella massima raggiunta nel 

test (µfail = dmax/d80%).  

Se si verifica una delle due condizioni seguenti: 

a) Fmax < 0.95 F0.004 

b) µfail < 2 

la rottura del provino è classificata per Taglio (failure mode code 2).  

In caso contrario, la crisi si ritiene dovuta a fenomeni spuri di Flessione e 

Taglio (failure mode code 3). 

 

 

 

 

 

 

Riferimenti: 

Berry, M., Parrish, M., Eberhard, M., 2004, “PEER Structural Performance Database. User’s 

Manual. Ver. 1.0”, Pacific Earthquake Engineering Research Centre University of 

California, Berkeley USA. 

Taylor, A.W., Stone, W.C., 1993. “A Summary of Cyclic Lateral-Load Tests of Spiral 

Reinforced Concrete Columns”, Report NISTIR 5285, National Institute of Standards and 

Technology, USA. 

Taylor, A.W., Kuo, C., Wellenius, K. , Chung, D., 1997,  “A Summary of Cyclic Lateral-Load 

Tests on Rectangular Reinforced Concrete Columns”, Report NISTIR 5984, National 

Institute of Standards and Technology, USA. 



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 138 di 161 

 

••••  NAGASAKA 1982 

La sezione del provino è quadrata con lato da 200 mm, l’elemento misura 

una lunghezza complessiva di 600 mm. Le condizioni vincolari rendono lo 

schema statico della prova a “double bending”. L’armatura longitudinale è 

costituita da 4 barre di diametro 12.7mm, mentre quella trasversale è 

realizzata con staffe di diametro 5.5mm, poste ad interasse di 35 mm. Sono 

stati realizzati due provini identici e testati secondo due diverse condizioni di 

carico verticale (147 kN e 294 kN), pari rispettivamente al 17% e 34% del 

carico teorico massimo (fcAc). 

 

Le caratteristiche principali del campione sono riassunte nella tabella e nel 

disegno seguenti.  

 

Tabella 5-3. Caratteristiche della colonna Nagasaka 1982 

Campione 
Steel  
ratio 

(-) 

Axial 
load 

(kN) 

Shear 
length 
(mm) 

Aspect  
ratio 

(-) 

fconc 

 
(MPa) 

fy, bars 

 
(MPa) 

fu, bars 

 
(MPa) 

fy, hoops 

 
(MPa) 

HPRC10-63 1.27% 147 300 1.5 21.6 371 541 344 

HPRC19-32 1.27% 294 300 1.5 21.0 371 541 344 

200

2
0
0

L  = 0.6 m

Lv = 0.3 m

 
Figura 5-24. Geometria prova colonne Nagasaka 1982 

Non essendo nota alcuna osservazione originale sulle prove sperimentali 

effettuate, si fornisce un commento, basandosi esclusivamente 

sull’osservazione diretta delle curve sperimentali, riportate in Figura 5-25 e 

5-26. 
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Entrambe le colonne sono state sottoposte a cicli di spostamenti crescenti, 

multipli di 1.5 mm (tali valori sono relativi alla configurazione standard di 

mensola, pertanto quelli effettivi all’estremità dell’elemento risultano doppi). 

Ogni spostamento imposto è raggiunto almeno due volte.   

Il provino con carico assiale di 147kN, denominato HPRC 10-63 (Figura 5-

25), mostra il picco di resistenza, di poco inferiore a 90kN, intorno allo 

spostamento di 4.3mm, ed avviene nel primo ciclo di carico volto al 

raggiungimento di 4.5mm. Per spostamenti successivi, si evidenzia un calo di 

resistenza. Tuttavia, l’inversione di carico immediatamente successivo non 

conduce il provino a rottura, infatti la colonna riesce ancora a raggiungere 

una resistenza elevata (circa 80kN). Lo spostamento di ±4.5mm è stato 

imposto tre volte e nei due cicli successivi si osserva una crescente 

diminuzione di forza raggiunta (circa 70kN e -60kN nel secondo ciclo e 60kN 

e -55kN nel terzo). Nei due cicli di spostamento fino a 6mm, si osservano 

resistenze intorno a 60-50kN. Infine nei cicli dell’ultimo spostamento 

obiettivo (7.5mm), si registrano resistenze residue intorno a 40-45kN.  

La risposta è quindi caratterizzata da un costante, ma graduale, decremento 

post picco di resistenza, dovuto alla presenza di una staffatura molto diffusa 

(φ5.5/35mm), che non permette una chiara rottura della colonna. 

Volendo comunque individuare uno spostamento di collasso, è certamente il 

valore di d=4.5mm quello più indicato, poiché si intravedono le prime 

riduzioni della resistenza. Considerando, dunque, lo spostamento teorico di 

snervamento pari a 1.5mm, è possibile indicare come duttilità dell’elemento il 

valore di µ=3.0. 

 

Per quanto riguarda il test HPRC 19-32 (Figura 5-26), che presenta un carico 

verticale doppio rispetto al caso precedente, si osserva come il picco di 

resistenza si raggiunga al secondo step di spostamento (±3.0mm), con valore 

di 110kN, ottenuto nel primo tentativo, sia nell’una che nell’altra direzione. 

Nel secondo ciclo di medesimo spostamento (±3.0mm), si registra una 

resistenza inferiore, pari a circa 95kN. Nei cicli di spostamento imposto 

immediatamente superiore (±4.5mm), il provino mostra una sensibile caduta 

di resistenza (molto lieve nel primo tentativo, 104kN, più marcata nell’ultimo 
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tentativo in fase di ricarico, 77kN). Per i cicli di spostamento superiori, si 

evidenzia un calo della resistenza graduale e si rileva un valore residuo 

analogo al provino precedente, che si attesta attorno ai 40kN.  

Per questa prova, individuato lo spostamento di snervamento teorico in 

1.8mm e quello ultimo in 4.0mm, si può indicare una duttilità in 

spostamento di µ=2.2.  

Anche in questo caso, il test non mostra un chiaro istante in cui avviene la 

rottura. La perdita di resistenza, che si può osservare a partire dagli 

spostamenti di 3-4.5mm, risulta abbastanza graduale. La spiegazione di 

questo tipo di risposta è ancora riconducibile alla presenza dell’armatura 

trasversale molto fitta.  

 

In conclusione, si può osservare come in quest’ ultimo test i cicli di isteresi in 

condizioni di post picco risultino più ampi rispetto al caso precedente, in 

quanto viene meno l’effetto “pinching” che tipicamente si manifesta fino a 

determinati valori di sforzo assiale che permettono alla sezione di “aprirsi” 

nelle oscillazioni. Diversamente in condizioni di carico assiale elevati, questo 

fenomeno non è più apprezzabile. 

Sarà interessante osservare come il modello numerico si comporterà a tal 

riguardo. 
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Figura 5-25. Diagrammi forza spostamento campione HPRC 10-63, Nagasaka 1982 
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Figura 5-26. Diagrammi forza spostamento campione HPRC 19-32, Nagasaka 1982 
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SIMULAZIONI NUMERICHE  

La scelta di testare il modello numerico, ricorrendo a queste prove 

sperimentali, è legata al fatto che tali provini presentano geometria e 

caratteristiche dei materiali differenti rispetto al primo gruppo di prove 

(Colonne di San Diego) e principalmente al fatto che si è in presenza di una 

sollecitazione di compressione rilevante. Nelle prove delle colonne di San 

Diego, il carico verticale era pari a circa il 5% del carico teorico, nelle colonne 

di (Nagasaka, 1982) si ha una compressione media estremamente superiore, 

pari al 17% ed addirittura al 34% di quella limite teorica. 

Questa ulteriore campagna di tests non rappresenta, dunque, una ripetizione 

od un mero esercizio numerico fine a se stesso, ma si pone come un 

interessante banco di prova del modello ed un ampliamento delle casistiche 

di studio affrontate.   

 

Entrambe le simulazioni numeriche sono state effettuate in configurazione 

“single bending”, con la lunghezza dell’elemento pari alla luce di taglio 

(300mm) e l’integrazione lungo l’elemento effettuata attraverso due sezioni di 

Gauss. La geometria della sezione è stata descritta in maniera coerente a 

quella effettiva e discretizzata in 10 fibre di calcestruzzo e 2 di acciaio. I 

materiali sono caratterizzati dai valori tensionali forniti dalla documentazione 

di prova (tabella 5-3), mentre gli ulteriori parametri richiesti dal modello sono 

di seguito elencati.  

 

Calcestruzzo: 

- Deformazione al picco di compressione εcc = 0.20% 

- Resistenza a trazione pari al 10% di quella a compressione (data) 

- Modulo elastico Ec = 20 000 MPa 

- Modulo di Poisson v = 0.18 

 

Acciaio: 

- Nessun limite in deformazione  

- Modulo elastico Es = 200 000 MPa 

 

Legge di micropiano 
Calcestruzzo - Nagasaka 1982
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TEST HPRC 10-63 

Di seguito si riportano i risultati ottenuti dall’analisi numerica in condizioni 

di carico monotono e ciclico. Il modello di sezione utilizzato è quello classico 

con funzione di forma parabolica delle deformazioni di taglio. Si fa presente 

che il passo di carico utilizzato è il medesimo per entrambe le analisi.  

 

L’analisi monotona è stata condotta imponendo due storie di carico, una per 

l’applicazione del carico verticale di 147kN e l’altra per raggiungere uno 

spostamento orizzontale complessivo di 10.0mm, suddiviso in 100 incrementi 

di eguale ampiezza. 

 

L’analisi ciclica è stata condotta imponendo i seguenti cicli di spostamento: 

1) ± 1.5 mm 

2) ± 3.0 mm 

3) ± 4.5 mm 

4) ± 6.0 mm 

5) ± 7.5 mm 

 

NAGASAKA, 1982
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Figura 5-27. Analisi numeriche cicliche e monotone HPRC 10-63, Nagasaka 1982 
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Confrontando le risposte ottenute dal modello con quelle sperimentali, si 

nota come la resistenza massima del provino venga colta perfettamente 

(86kN contro gli 87kN della prova), ma l’analisi numerica fornisce una 

risposta che non evidenzia una perdita di resistenza al crescere dello 

spostamento raggiunto completamente in sintonia con il risultato 

sperimentale (particolarmente evidente per l’analisi monotona). Sebbene non 

rappresentato nel grafico di Figura 5-27, il medesimo comportamento 

generale è ottenuto utilizzando il modello di sezione dual section.  

Per spiegare questo tipo di risposta analitica, si deve considerare il seguente 

aspetto. Il provino presenta una staffatura molto ben distribuita (una staffa 

di diametro 5.5mm ogni 3.5 cm per una sezione 20 x 20 cm), che fornisce 

una importante azione di confinamento sul calcestruzzo. Nel modello 

numerico, come ampiamente mostrato nella sezione relativa ai tests del 

legame costitutivo dei micropiani (cfr. par. 3.6 e 3.7), tale effetto risulta 

determinante ai fini della risposta di fibra, sia in termini di tensione 

tangenziale resistente (incrementandola), che di deformazione ultima 

(traslandola in avanti). 

Nel modello, l’azione di confinamento delle staffe risulta variare con la 

deformazione laterale del calcestruzzo, secondo una legge bilineare (cfr. eq. 

4.21), che presenta un limite in deformazione; ovvero il modello prevede che 

l’azione di confinamento sia efficace oppure non lo sia per nulla, nel caso in 

cui venga superata la deformazione limite delle staffe (questa condizione 

vuole simulare il fenomeno dell’apertura della staffa che annulla ogni 

contributo dell’armatura trasversale). Non è dunque possibile, allo stato 

attuale, considerare una perdita di efficacia graduale delle staffe, che si 

ritiene, invece, sia quanto accade effettivamente nella prova sperimentale. Si 

deve considerare, infatti, che la perdita di efficacia della staffa non implica 

necessariamente l’apertura della stessa, fatto questo che determina una 

caduta improvvisa della resistenza a taglio. Diversamente, l’efficacia della 

staffa può venir meno anche per la perdita di consistenza del materiale, 

dovuta alla frantumazione del calcestruzzo marginale, a seguito dei ripetuti 

cicli di carico. Infatti, l’azione di confinamento delle staffe, che si concretizza 
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nella parte compressa di sezione, non risulta più efficace a seguito della 

perdita del materiale di supporto.  

L’analisi della risposta sperimentale fa ritenere plausibile che si sia 

manifestato proprio questo fenomeno. Infatti è escluso che si sia verificata 

l’apertura delle staffe, dato che non si nota alcuna caduta decisa ed 

improvvisa delle capacità resistenti della colonna. Al contrario si evidenzia, 

per ogni ciclo successivo, un calo graduale del taglio alla base, con una 

resistenza residua, negli ultimi cicli di spostamento, tutt’altro che 

trascurabile e che difficilmente può essere giustificata chiamando in causa 

l’effetto spinotto delle barre longitudinali. Ciò conferma che la resistenza 

residua mostrata dal provino è senz’altro riconducibile alle staffe. Inoltre, 

valutando analiticamente tale contributo, si ottiene un valore pari a 84kN, 

stimato considerando un’inclinazione della biella compressa convenzionale  a 

45°, quindi circa il doppio rispetto alla resistenza osservata nel test 

sperimentale; l’ipotesi della graduale perdita di efficacia delle staffe durante 

la prova risulta quindi ampiamente giustificata.  

NAGASAKA, 
1982 HPRC 10-63
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Figura 5-28. Analisi numeriche cicliche con effetto di confinamento ridotto, HPRC 10-

63, Nagasaka 1982 

A tal proposito si è ritenuto interessante valutare come il modello numerico si 

comportasse nell’ipotesi di un’azione di confinamento delle staffe resa meno 



UNIVERSITA’ DEGLI STUDI “G. D’ANNUNZIO” - CORSO DI DOTTORATO XXII CICLO 

“L’ ELEMENTO DI TRAVE NON LINEARE CON INTERAZIONE M-N-V” - ING. PAOLO TORTOLINI 

 

  
Pag. 146 di 161 

 

efficace, ricorrendo ad un’ armatura trasversale della sezione ridotta al 50% 

di quella reale. In Figura 5-28 viene rappresentata la risposta forza-

spostamento in tale situazione (condizioni di carico ciclico). Come è possibile 

notare, in questa situazione il modello riesce a produrre una stima molto più 

efficace del taglio residuo ed a rappresentare in maniera più coerente il 

degrado di resistenza che il provino subisce.  

Considerare un’area delle armature trasversali ridotta si dall’inizio della 

simulazione (mitigando quindi l’effetto di confinamento sul calcestruzzo), non 

si rivela, tuttavia, una scelta completamente efficiente. Infatti, con 

riferimento al ciclo di spostamento ±3.0 mm (Figura 5-28), è possibile notare 

come la risposta analitica tenda a mostrare un anticipo della perdita delle 

capacità resistenti, rispetto alla risposta sperimentale ed a quella fornita dal 

modello originale. Il degrado, ovvero la perdita di efficacia del confinamento, 

dovrebbe essere tenuto in considerazione in maniera continua e graduale 

durante l’analisi. Tale possibilità attualmente non è disponibile nel modello di 

calcolo, tuttavia è bene puntualizzare che situazioni che presentano questo 

tipo di necessità sono particolarmente rare (praticamente assenti nel campo 

dell’assessment sismico) e limitate ai casi in cui l’armatura a taglio è 

fortemente superiore alle usuali pratiche costruttive passate e presenti. 

E’ apparso altresì interessante mettere osservare la risposta del modello 

ipotizzando il collasso delle staffe. A tal fine, in Figura 5-29 si riportano le 

curve forza-spostamento, avendo imposto una deformazione limite per 

l’acciaio delle staffe del 1% (anziché illimitato come avveniva nelle analisi 

precedenti). Nel momento in cui l’azione di confinamento viene meno, si 

ottiene una immediata e improvvisa caduta di resistenza dell’elemento. La 

rottura delle staffe nel modello, comporta il completo annullamento della 

capacità di resistenza a taglio delle fibre di calcestruzzo. Infatti, le fibre che 

maggiormente contribuiscono alla resistenza (quelle che si trovano nella 

parte compressa della sezione), quando avviene il superamento della 

deformazione ultima delle staffe, si trovano in uno stato deformativo che 

possono sopportare solo in condizione di taglio-compressione-confinamento, 

(in questo caso si trovano ancora in uno stato deformativo complessivo, di 

prevalente compressione, εV<0). Al contrario, venendo improvvisamente meno 
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l’azione di confinamento e quindi mutando le condizioni al contorno, lo stato 

deformativo che si viene a creare non è più sopportato dal legame costitutivo 

(εV >0) e provoca il collasso della fibra di calcestruzzo.  
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Figura 5-29. Analisi numeriche con limite della deformazione ultima delle staffe, HPRC 

10-63, Nagasaka 1982 
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Per facilitare la comprensione di quanto affermato, le Figure 5-30 e 5-31 

riportano le deformazioni di fibra e le corrispondenti tensioni nel passo di 

carico in cui si ha la rottura delle staffe e nel passo successivo (relativamente 

all’analisi monotona), confrontandole con le stesse grandezze relative al 

modello in cui non si è imposto alcun limite in deformazione. 
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Figura 5-30. Distribuzione delle deformazioni normali e laterali del calcestruzzo sulla 

sezione di base (εεεεxx , εεεεyy) 

Come risulta evidente, analizzando i grafici delle deformazioni tangenziali e 

laterali di fibra (Figura 5-31), nel momento in cui viene meno l’effetto di 

confinamento, il modello ricerca l’equilibrio laterale di fibra, aumentando 

rapidamente le stesse deformazioni. Ciò determina un passaggio improvviso, 

per le fibre in zona compressa, da uno stato di prevalente compressione 

(εV<0) ad uno stato deformativo di prevalente trazione (εV>0). Pertanto, il 
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legame costitutivo non è più in grado di fornire alcuna capacità resistente di 

trazione (e quindi di taglio).  
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Figura 5-31. Distribuzione delle deformazioni e tensioni tangenziali del calcestruzzo 

sulla sezione di base (εεεεxy , ττττxy) 

Quanto affermato è ulteriormente chiarito nei grafici di Figura 5-32, dove si 

rappresenta la risposta durante l’analisi, in termini di tensione di taglio, 

sviluppata per le fibre più esterne della zona compressa della sezione di base. 

Si nota come il taglio residuo, che tali fibre forniscono grazie al confinamento 

(ormai costante, dato che la legge del confinamento è elasto-plastica), venga 

vanificato quando questo si annulla (d ≅  9 mm). 
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Figura 5-32. Storia della risposta tangenziale di alcune fibre in zona compressa 
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TEST HPRC 19-32 

Il test del provino HPRC 19-32 è stato riprodotto in condizioni monotone e 

cicliche, in maniera del tutto analoga al test precedente, raggiungendo lo 

spostamento massimo di 12.0mm (è stato aggiunto pertanto tale ciclo di 

spostamenti, non previsto per l’analisi precedente). Come già accennato, tale 

colonna si differenzia per il carico verticale imposto, che risulta doppio 

rispetto al caso precedente e pari a circa il 34% di quello limite teorico (σN = 

0.34fc).  

Il primo grafico riportato (Figura 5-33) si riferisce all’analisi monotona 

(relativa al modello di sezione classica, infatti il modello dual section fornisce 

analoghi risultati). Il modello numerico coglie perfettamente la resistenza del 

provino (circa 108kN) e mostra un decadimento delle capacità resistenti post 

picco simile a quello ottenibile dall’inviluppo della risposta sperimentale, 

anche se il taglio residuo al termine della prova risulta sovrastimato (come 

avveniva per la colonna precedente). Anche in questo caso, imponendo un 

limite in deformazione delle staffe, in corrispondenza del suo raggiungimento 

(d ≅  8mm), si ottiene un completo annullamento delle capacità resistenti 

dell’elemento. 

Il fatto che il decremento della resistenza post picco sia più marcato rispetto 

alla simulazione numerica del precedente provino (HPRC 10-63) è 

significativo del fatto che tale degrado risulti molto influenzato anche dalla 

risposta a compressione del calcestruzzo. Infatti ora, essendo presente un 

maggiore carico verticale, le fibre di calcestruzzo più esterne sviluppano uno 

stato deformativo assiale più elevato, con conseguente decremento della 

tensione normale che comporta una traslazione dell’asse neutro all’interno 

della sezione. Quindi, riducendosi il braccio delle forze interne, il taglio 

resistente risulta diminuire. A tal riguardo, si riporta nella Figura 5-35 la 

distribuzione delle deformazioni normali sulla sezione di base in 

corrispondenza del picco di resistenza per i due diversi provini. 

E’ sembrato interessante, inoltre, verificare quale fosse la risposta del 

modello imponendo un effetto di confinamento mitigato, andando a 

modificare nei dati di input di sezione l’area laterale delle staffe, riducendola 

al 50% di quella effettivamente presente (anche in considerazione del fatto 
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che il valore di resistenza a taglio analitico che le staffe forniscono risulta 

circa doppio rispetto a quello che il provino mostra). La risposta del modello 

(Figura 5-34) appare così molto più prossima a quella sperimentale nella 

rappresentazione del degrado e nell’individuazione della resistenza residua.  
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Figura 5-33. Analisi numeriche monotone HPRC 19-32, Nagasaka 1982 
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Figura 5-34. Analisi numeriche monotone con riduzione dell’armatura trasversale, 

HPRC 19-32, Nagasaka 1982 
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Figura 5-35. Confronto curvatura di sezione in fase di picco delle risposte monotone 

dei due provini HPRC 10-63 e HPRC 19-32, Nagasaka 1982 

Nei grafici successivi si riportano i risultati ottenuti attraverso le simulazioni 

in condizioni cicliche. Nella Figura 5-36 si mette a confronto la curva forza-

spostamento relativa al modello che fa uso della sezione classica con quello 

dual section. Infatti, in questo caso si ottiene una sensibile differenza, 

soprattutto per quanto riguarda il comportamento nei cicli post-picco. Il 

modello con sezione classica (linea blu) offre una prematura crisi 

dell’elemento e già al ciclo di spostamento di ±7.5mm il diagramma si 

appiattisce sul taglio residuo, che, tuttavia, è ben individuato; mentre il 

modello dual section (linea rossa) si rivela più efficace nel seguire il degrado 

ciclico e nel rappresentare l’energia isteretica sviluppata durante i cicli di 

carico, ma conduce ad una sovrastima delle resistenza residua dell’elemento. 

Questo caso di studio risulta molto interessante per mettere ulteriormente in 

luce le diversità fra i due modelli. In Figura 5-37, si rappresenta il confronto 

tra lo stato deformativo della sezione di base nell’uno e nell’altro modello 

(curvatura e deformazione di taglio, ϕ e γ). Appare evidente come l’effetto della 

ridistribuzione delle deformazioni taglianti sulla sezione del modello dual 

section, permetta maggiori deformazioni di taglio e contestualmente limiti le 

curvature raggiunte nella sezione, con conseguente minor impegno per le 

fibre compresse più esterne, le quali mantengono durante l’analisi una 

maggiore efficacia nei confronti della tensione tangenziale sviluppata e quindi 

del momento e del taglio resistente della sezione (Figura 5-38). 
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Figura 5-36. Analisi numeriche cicliche HPRC 19-32, Nagasaka 1982 
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Figura 5-37. Time History della curvatura (a) e della deformazione di taglio (b) nella 

sezione di base 
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Figura 5-38. Time History del momento flettente della sezione di base  

Infine, come già fatto per il test del provino precedente, sono stati valutati gli 

esiti di un minor quantitativo di armatura trasversale, per limitare l’effetto 

confinamento che si produce sulle fibre di calcestruzzo. La risposta 

individuata in Figura 5-39 (linea viola) mostra, anche in questo caso, una 

maggiore attinenza con la curva sperimentale in tutti i suoi aspetti principali, 

legati al degrado di resistenza ed alla forza residua al termine della prova.  

Questo conferma, ancora una volta, come il meccanismo del confinamento 

sia fondamentale nella risposta a taglio del modello e come un legame 

costitutivo per l’armatura trasversale, che sappia considerare gli effetti 

degradanti che conducono ad una sua graduale perdita di efficacia, in quei 

casi in cui si ha una presenza di armature di taglio molto rilevante, possa 

rappresentare un’utile integrazione al modello di trave a fibre con taglio.   
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Figura 5-39. Analisi numeriche cicliche con riduzione dell’armatura trasversale, HPRC 

19-32, Nagasaka 1982 
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5.3 CONSIDERAZIONI CONCLUSIVE SUI TESTS DELL’ELEMENTO  

La scelta dei tests sperimentali è stata condotta in modo da poter abbracciare 

una casistica varia che permettesse una valutazione delle potenzialità del 

modello di trave adeguatamente esaustiva. Le colonne in esame si 

differenziano, oltre che per dimensioni, rapporti geometrici (shear ratio) e 

caratteristiche dei materiali, anche per alcuni aspetti determinanti per la 

risposta del modello numerico, quali in particolare il grado di compressione 

determinato dal carico verticale ed il quantitativo di staffatura presente.  

Dai cinque casi di studio descritti e commentati in questo capitolo, emerge 

un quadro delle potenzialità dell’elemento di trave con taglio estremamente 

positivo.  

L’elemento è capace di rappresentare in maniera realistica i meccanismi di 

crisi per taglio delle colonne, individuando con buona precisione sia i valori 

di picco della resistenza che le deformazioni di rottura. Anche dove i tests 

sperimentali non mostrano crisi per meccanismi fragili di taglio (colonna R1, 

Xiao,1993), il modello si rivela efficace, dimostrandosi quindi uno strumento 

affidabile per la simulazione a tutto campo della risposta di elementi in 

cemento armato presso-inflessi.  

Le resistenze post picco che le analisi sperimentali mostrano, sono 

correttamente individuate dal modello numerico. Tuttavia, è emersa la 

possibilità di sovrastimare la capacità residua della colonna quando è 

presente una staffatura molto diffusa (casi comunque molto rari nel 

principale campo di impiego del modello di trave, l’assessment sismico), in 

quanto il modello non è in grado di considerare quei fenomeni che conducono 

ad un degrado graduale del contributo di tale armatura a seguito dei ripetuti 

cicli di carico-scarico. Una modellazione di questo effetto potrebbe 

rappresentare un valore aggiunto per l’elemento e sicuramente avrà modo di 

essere affrontata nell’immediato futuro.  

Il fenomeno dello scorrimento delle barre di armatura è stato, invece, 

introdotto nell’algoritmo dell’elemento, in questo lavoro. I tests numerici 

hanno evidenziato la sua sostanziale capacità di cogliere gli aspetti principali 

del problema (come l’effetto “pinching” nella risposta forza-spostamento della 
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colonna in condizioni cicliche). L’elemento di trave risulta così arricchito nelle 

sue potenzialità, ampliandone i campi di applicazione. 

Infine, con riferimento al confronto in termini prestazionali tra la 

modellazione di elemento che fa uso dell’approccio classico per 

l’individuazione delle deformazioni taglianti lungo la sezione e quello che si 

basa su un approccio statico, formalmente più corretto (dual section), è 

emersa una sostanziale equivalenza delle risposte ottenibili, relativamente 

alle condizioni di carico usuali per colonne in cemento armato (tasso di 

compressione inferiore al 15%). In presenza di elevati carichi verticali, il 

modello dual section si dimostra, invece, più preciso nel rappresentare il 

comportamento in condizioni di carico ciclico della colonna e l’effettivo 

contributo energetico sviluppato nelle varie fasi del test. 

 

In conclusione, si ritiene che questa campagna di analisi numeriche 

effettuate abbia offerto una convincente dimostrazione delle potenzialità 

dell’elemento di trave con taglio ed una chiara esposizione dei principali 

meccanismi che sono alla base del modello generale e delle sue sfaccettature 

interne. Questi erano gli obiettivi principali che il lavoro si era prefisso. 
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